Soluzioni degli esercizi

Capitolo 1

Esll x€eAex¢B,xeBex¢g A, x€Aex €B.
Esl2 Vxe Adbe Atc.b #a.

Esl1l3 (1.9: x€eAnN(BUC) < (x€eA)e(xeBoxe(C) < (xeAex€eB)o
(xe€Aexe(C) = (xeAnNB)o(x€ANC) = x€(ANB)UANC).
(1.10: x € AUBNC) < (x€Ao(x€Bexe(C) < (x€eAox€EB)e
(xeAoxe(C) < (x€eAUB)e(x€e AUC) < xe€(AUB)N(AUCQC).

112: x€(AUB) < (xe€X)e(xgAUB) < (xeX)e(x¢gAex¢B) <
(xeXexg¢Ae(xeXex¢B) < xe€A°NB-.

Es 1.4 (1.16):xeAnUAi = (xeAe@jellxeA) < U(AnAi).

iel icl
(1.17):xeAUﬂAi — (x€Ao(xe€A NViel) < ﬂ(AUAl-).
iel iel
c
(1.18):x€(ﬂAi) — (xeX)enon(Viel,x € 4;) <
iel
xeX)e(@iellxgA,) < erAl?.
iel
(1.19):xE(LJAi)C <= (xeX)enon(Fi€l|x€A;,) <=
iel
(xeX)e(Viel,x ¢ A) < xeﬂAl.c.
iel

Esl5 SeA:={x e R|0 < x <1},alloraminA =0emaxA=1;seB={x e R|0< x <
1} allora, B € limitato superiormente (da 1) e inferiormente da 0, ma B non ha né massimo,
né minimo: se, per assurdo, B avesse massimo M, poiché M € B significherebbe che M <
1, ma allora il numero (M + 1) /2 sarebbe ancora un elemento di B e sarebbe strettamente
maggiore di M ottenendo una contraddizione. Analogamente si ragiona per il minimo.

Es 1.6 Supponiamo che sia M che M’ siano massimi di A, allora si avrebbe M’ < M
(essendo M massimo) e M < M’ (essendo M’ massimo), quindi M = M’. Analogamente
si ragiona per il minimo.

Luigi Chierchia, Analisi su R. Guida ai principi dell'analisi matematica
©2025 McGraw-Hill Education Italy S.r.l. — ISBN 9788838624773



2 Soluzioni Esercizi

Es17 Sex <y,allora0 =x+(—x) <y+(-x),0s8la 0 < x —y. Se 0 < y — x, allora
0+x<(y—x)+x=y,ossiax <y.

Es1.8 Sel:=0:= aq,{a} verifica tutti gli assiomi dei numeri reali (eccetto 1 # 0).

Es1.9 a, e a;z nonsono in relazione. Le altre proprieta seguono osservando che a; < a;
seesolosei < j.

Es1.10 (i): f(0) = f(—=0) = —f(0) = 2f(0)=0 = f(0) =0.
(i) fO0) = f(=x) = —f(x) = 2f(x) =0 = f(x) =0.

Eslll A+A={2<x<4. A-A={-1<x<1}

Es112 (i:y=1-y=x1-x)-y=x1-(x-y)=x"1-0=0.

(ii): segue dall’'unicita dell’inverso, essendo: (x-y)-x~1-y~! = y-(x-x" 1)yt =y.y~ 1 = 1.
(iii): se y < z, dalla Proposizione 1.7-(ii) segueche x -y < x-z. Sex-y < x - z, allora (per
I’Esercizio 1.7) 0 < x - (z — y); per la Proposizione 1.7-(iv), x~! > 0 e quindi, per (PO),
0<x71-(x-(z—y)),o0ssia0 < z — y. In vista di quanto dimostrato, le disuguaglianze
strette derivano dalla Proposizione 1.6—(iv): ad esempio, se fosse x - y = x - z, allora,
x - (z —y) = 0, ma allora, per la Proposizione 1.6-(iv), si deve avere x = 0 oppure z = y,
e si avrebbe, in entrambi i casi una contraddizione con le ipotesi fatte.

(iv): Se x < 0, —x > 0 e la tesi segue dalla Proposizione 1.7-(i) e dal punto (iii).

(v) Per la Proposizione 1.7-(vi), i reciproci di x e y sono strettamente positivi e dal punto

L.yl si hala tesi.

(iii), moltiplicando la relazione y < x per (xy)™! (i =
Es1.13 (i) segue dalle proprietd commutativa e associativa.

(i) a-b~ +c-d~! = a-(d-d~1)-b~14c-(b-b~1)-d"! = (a-d)-(d~'-b~V)+(c-b)-(b~1-d"1) =
(@-d)b-d) ' +(cb)b-d)l=(a-d+c-b)b-d)

Es 1.14 Segue dagli assiomi (SO), (PO), (O,) e dalla definizione di ‘<’.

Es 1.15 (i) segue immediatamente dalla definizione.
(ii) A=—A < AC—-Ae—-AC Aesiusala(i).

Es 1.16 Larelazione A < Aéverase A = . Se A # §J, A < A significa x < y,
V x,y € A,il che implica x = y,V x,y € A, ma questo significa che A ¢ costituito da un
solo elemento.

Es 1.17 (i) e (ii) derivano immediatamente dalla definizione.
(iii): si considerano separatamente i casi x,y > 0, x <0 < yex,y > 0 e si usa il punto
(iii) della Proposizione 1.7.

Es1.18 Se, per assurdo, fosse x > y,siprendae = (x—y)/2 > Oesiavrebbe x < y+¢ =
Y+ (x—y)/2 = (x+Yy)/2il che equivale a x <y, che contraddice x > y.
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Soluzioni Esercizi 3

Es 1.19 La formula ¢ simmetrica in x e y (ossia non cambia se si sostituisce x con y
e y con x); dunque, possiamo assumere che x < y, nel qual caso min{x, y} + @ =

y—x x+y
X+ ===

2 2

Es1.20 (i) yx,,(x)=1 < x€ANB < x€Aex€B < y,(x)=1ley,(x)=
1= x,x) x,x)=1
(ii): se x € A\B, allora XX =1, x,(x) = 1, x,(x) = 0 e quindi 'uguaglianza
vale; analogamente se x € B\A;se x € AnB,allora y, .(x) =1 = x,(x) = x,(x)
e 'uguaglianza vale; infine, se x € AU B, allora y, .(x) = 0 = x,(x) = x,(x) e vale
l'uguaglianza.

Es1.21 (i): Se f e crescente e x < y, allora f(x) < f(y) e quindi —f(y) < —f(x) ossia
(—f) e decrescente. Le altre affermazioni si verificano analogamente.

(ii): se f & crescente e x < y, allora f(x) < f(¥) e quindi (essendo f(x) e f(y) numeri
positivi) 1/f(y) < 1/f(x), ossia, 1/f & decrescente. Le altre affermazioni si verificano
analogamente.

(iii): se f & strettamente crescente e y; < ¥, sono due punti di B = im(f), allora esistono
due unici punti (distinti) x;, x, € A tali che f(x;) = y; e, infatti, x; = f~1(;). Se fosse
X1 > X, si avrebbe f(x;) = y; > f(x;) = y,, contraddicendo la nostra ipotesi. Dunque
deve essere x; < X, (essendo x; # x,), ossia, f~1(y;) < f~1(y,), il che prova che f~1 &
strettamente crescente. Le altre affermazioni si verificano analogamente.

(iv) Se f e g sono crescenti e x < y, allora g(x) < g(y) e quindi f(g(x)) < f(g(y)), ossia,
fog ¢ crescente.

Se f e g sono decrescenti e x < y, allora g(x) > g(y) e quindi f(g(x)) < f(g(»)), ossia,
fog ¢ crescente.

Se f & crescente e g decrescente e x < y, allora g(x) > g(y) e quindi f(g(»)) < f(g(x)),
ossia, fog € decrescente. Le altre affermazioni si verificano analogamente.

Es 1.22 Laprima parte segue immediatamente per induzione su m.
Sial :=={x|0<x<1/4}u{x >1}:1¢induttivomal/4+1/4=1/2 ¢ 1.

Es1.23 (i):perm=1,n+m=n+1 € Nessendo N induttivo; assumiamo n + m € N,
allora (di nuovo, essendo N induttivo), n + (m + 1) = (n + m) + 1 € N, e il risutato segue
per induzione.

(ii): se m = 1, la tesi € ovviamente vera; se nm € N, allora n(m + 1) = nm + n € N per
(i), e il risutato segue per induzione.

Es1.24 (P;)e (P3)seguono essendo N un insieme induttivo; (P,) segue dalla Proposizio-
ne 1.20; (P,) segue dalla legge di cancellazione (Proposizione 1.6-(i)); (P5) & vera, essendo
N, per definizione, il pitt piccolo insieme induttivo.

Es 1.25 Un maggiorante dell'insieme A := {n € N|n? < N} ¢, ad esempio, N: se cosi
non fosse esisterebbe n € A tale che n > N, ossia, n > N + 1 ed elevando al quadrato tale
relazione, si avrebbe n? > N2 4+ 2N + 1 > N, il che implica n ¢ A (contraddizione).

Es 1.26 (i): per n = 3 la relazione vale con I'uguale; assumiamo n? > 3 + 2n. Allora,
siha(n+12 =n’+2n+1>342n+2n+1=34+4n+1>3+2(n+ 1), essendo
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4 Soluzioni Esercizi

quest’ultima relazione equivalente a 2n + 1 > 2 (che & vera per ogni n € N).
(i) per n = 1 ’'uguaglianza vale (essendo 4 = 2-2); assumiamo n?+3n = 2m conm € N.
Allora, (n + 1)? + 3(n + 1) = 2(m + n + 2), e il risutato segue per induzione.

Es 1.27 Seguono immediatamente dalle definizione ricorsive di somma; ad esempio per
(ii) si ha: per n = 1 l'affermazione ¢ vera; assumendo (ii) si ha:

n+1 n n n n+1
Z c-aqp = ( Z c- ak)+c an+1 = c (Z ak>+c-an+1 = c-< Z ak+an+1) =c- Z a -
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Es 1.28 (i) Per n = 1 & vera. Assumiamo (ii), allora
n+1
Dk o= Zk+(n+1)(ll) —n(n+1) +(n+1)

n(n+1)+2(n+1)_ (n+1)(n+2)
2 B 2 '

(ii): Per n = 1 & vera. Assumiamo (ii), allora

n+1 n i 2 m+ 1)
2 = K2+ (n+ 1) (i) n(n+1)2n+1) 4 6(n” +
(n+ 1)<n(2n +1)+6(n+ 1)) (n+ 1)<2n2 +n+6n+ 6)
(n+ 1)((n +2)2n + 3))
- 6
n+Dn+2)(2(n+1)+1)
= 6 .

Es1.29 N = 5. Infatti, per n < 4,2" < n®>+6e2° > 52 + 6. Assumiamo ora (induzione)
che2" >n?+6conn > 5;allora2™! >2-(n>+6)=2n>+12e2n’+12> (n+1)>+6
< n?—2n+ 5> 0il che & sempre vero (essendo n?> —2n + 5 = (n — 1)* + 1).

Es 1.30 Per I'Esercizio 1.29, 2" > n? per n > 5. Dunque se N = max{M, 5}, 2" /n > M.
Es 1.31 (ii) Induzione su m: per m = 1¢ vera. Assumiamo (ii), allora
(xn)m+1 — (xn)m L xh (i) XM 4 (2 xhm+n — xn(m+1).

(iii) Induzione su n: per n = 1 & vera. Assumiamo (iii), allora

ottt @ npnse, @ oy eyy € (eyyret
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Soluzioni Esercizi 5

Es 1.32 (i) Per la Proposizione 1.30—(iii) si ha: (y~1)"y" = (y~'y)* = 1" = 1 e quindi,
per l'unicita dell’opposto segue la tesi.

(ii) Per la Proposizione 1.30-(iii) si ha: (xy=1)"* = x"(y~1)" o x"(y")~L
Es 1.33 Segue per induzione su » e dal Lemma 1.37-(iii).

Es 1.34 Per induzione su k > 1: per k = 1, vale 'uguaglianza (per definizione);

assumiamo (n -;{- k) > n + 1. Allora, per il punto (iii) del Lemma 1.37, si ha

NNt UL Rt IRSETE Rt

Es 1.35 Osservazione 1.40-(i): Siam:=1—n,alloran<x<n+1 < l=m+n<
x+m<m+n+1=2,ilcheimplicachel < x +m ¢ Nequindi x ¢ Z.
Osservazione 1.40-(ii): Sia p := 1 — m, allora

n>m <~ p+n>p+m=1—= p+nz=2 << n>m+1.

La successione b : Z — N definitacome by =1, b, = 2ksek > 0,b, = —2k+1sek <0
¢ la funzione inversa di a.

Es1.36 Se n,m € N, il risultato ¢ stato dimostrato (Proposizione 1.30).

Assumiamo, quindi, che o n 0 m non siano numeri naturali.

(i)Sen+m =0,m = —nela(i) & conseguenza di (1.43) e (1.29). Supponiamo n+m > 0;
in tal caso (essendo la formula simmetrica in n e m) possiamo assumere n > 0 > m.
Allora, per la Proposizione 1.30,

xht+m (léS) XM=y M — M=y M — Ny
Sen +m < 0, da (1.45), segue che
xhtm — (x—n—m)—l — (x—nx—m)—l = x"xm .
(ii) e (iii) seguono dal Lemma 1.43. Ad esempio, se n = —k < 0 < m, si ha

(xn)m — (x—k)m — ((x—l)k)m — (x—l)km — x—km = xnhm

Es1.37 Sed non fosse primo siavrebbed = nmcon1 < n,m < d, maallora P conterebbe
un multiplo di m con m < d.

Es 1.38 2 ¢ primo. Togliendo i multipli di 2 da P; = {n € N|2 < n < 100} si ottiene
I'insieme I'insieme P, dei numeri dispari tra 2 e 100 e min P, = 3; quindi (Es 1.37) 3 &
primo. Togliendo i multipli di 3 da P, otteniamo I'insieme P; = {5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
25,29, 31, 35, 37,41, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 67,71, 73, 77, 79, 83, 85, 89, 91, 95, 97},
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6 Soluzioni Esercizi

per cui 5 € primo. Togliendo i multipli di 5 da P5, otteniamo I'insieme P, = {7, 11, 13, 17,
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59, 61, 67, 71,73, 77,79, 83, 89, 91, 97}, per cui 7 &
primo. Togliendo i multipli di 7 da P,, otteniamo I'insieme

Ps={11,13,17,19,23,29,31,37,41, 43,47, 53, 59,61, 67,71,73,79, 83, 89, 97}.

Si noti, ora, che con questo procedimento P, non contiene multipli di numeri primi p
con p < d = min P, (che & anche primo). In particolare Ps non contiene multipli di 2,
3, 5, 7 e neanche multipli di 4, 6, 8, 10 (essendo multipli di 2) e di 9 (che &€ multiplo di 3).
In definitiva Ps non contiene multipli di 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Ma allora se ci fosse un
numero composto dovrebbe essere della forma k-mconk,m > 11 equindik-m > 1211l
che non & possibile perché Ps C Py il cui massimo ¢ 100. Dunque P5 contiene esattamente
tutti i numeri primi piu piccoli di 100.

Es1.39 Sianof : A > Beg : B — C biunivoche.

Siano x;,x, € A esiano y; = f(x;). Se gof(x;) = gof(x,) allora g(y;) = g(y,) ed
essendo g iniettiva, si hache y; = y, ecio¢ f(x;) = f(x,) per cui (iniettivitadi f) x; = x,.
Quindi gof € iniettiva.

Siaz € C. Essendo g suriettiva, esiste y € B tale che z = g(y). Essendo f suriettiva esiste
x € Atale chey = f(x). Quindi z = gof(x), ossia, gof & anche suriettiva.

Es 1.40 Sostituendo a E,,, gli insiemi E,\ U1 <k<n—1 Ek» possiamo assumere che gli E,
siano a due a due disgiunti.

Se UE,, = @ significa che E,, = @ per ogni n ed il risultato & vero.

Assumiamo che UE,, # @. Poiché | JE, = Unl £, En 8 puo assumere anche che E, # @
per ogni n.

Sia J == {n € N|E, ¢ finito} e ' := {n € N|E, ¢ numerabile}, alloraInJ’ = @e
JuJ = N. Se J & finito, chiaramente, Une.’l E,, ¢ finito; se J &€ numerabile Unea E, ¢
unione numerabile di insiemi finiti e quindi ¢ numerabile. La tesi segue osservando che
I'unione di un insieme finito o numerabile con uno numerabile & numerabile.

Es 1.41 1l “se” & ovvio. Dobbiamo dimostrare il “solo se”, ossia chese o : F, —» F,
¢ strettamente crescente e suriettiva, allora o(i) = i per ogni i. Poiché o & strettamente
crescente, per induzione (finita), segue che o(i) > i per ognii. Se o(i) = i per ogni i
abbiamo fatto. Supponiamo, per assurdo che esista i tale che o(i) > i, allora I'insieme
F={i e #,|0@) > i} # 0. Maallorase j = minF, j ¢ d(¥F,) e quindi o non sarebbe
suriettiva, ottenendo una contraddizione.

Es 1.42 Supponiamo, per assurdo, che I'insieme dei numeri primi P sia finito, ossia,
che P = {py, ps, 3, Pn} cON p; primo e p; # p; se i # j. Si consideri il numero
naturalep = (H1 <i<n p;) + 1. Chiaramente, p non ¢ divisibile per nessun p ;i (poiché,
essendo, Vj, pj > 2, p/p; = Hl.#j pi + 1/pj non ¢ intero), ma questo significa che p ¢
primo e che p > p; per ogni i, il che contraddice I'ipotesi che P contenga tutti i numeri
primi.

Es 1.43 Sia N un insieme numerabile e E C N un suo sottoinsieme non vuoto. Se E €
finito, abbiamo fatto. Se E non ¢ finito, allora, per la Proposizione 1.67 & numerabile.
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Soluzioni Esercizi 7

Es 1.44 Siano x,y € X e supponiamo ¢(x) = ¢(y). Poiché ¢(A) C Ae @(B) C Bci
sono due casi: 0 x,y € A oppure x,y € B. Poiché ¢ ¢ iniettiva sia su A che su B segue,
in entrambi i casi, che x = y e quindi ¢ ¢ iniettiva su X.

Es 1.45 Se F = §, il risultato & ovvio. Sia F = {a,..,a,} con q; # a;sei # j.
#(E\F) = oo (altrimenti E sarebbe finito, essendo I"'unione di due insiemi finiti finita)
e per la Proposizione 1.66-(i), esiste N C E\F numerabile. Definiamo E := E\(N U F);
tale £ potebbe essere vuoto, ma, in ogni caso, E = F LU N U E. Poiché N & numerabile
N ={b;jli € N}, conb; # bjsei # j. Siaoraq;:=a;perj<neajy=byperk > 1
Chiaramente, la successione {« j} ¢ iniettiva e la sua immagine ¢ FLUN. Sia® : E —» Ela
seguente mappa: su FUN = {o;| i € N}, ¥(o;) = a4, € su E (se non vuoto), 3 & I'identita.
Su F U N, ¥ ¢ iniettiva e ®(F U N) = N. Ovviamente, su E (se non vuoto) ¢ & iniettiva.
Inoltre P(F LUN) = N C FUN e (E) = E, quindi (Es 1.44) ¥ ¢ iniettiva su E. Dunque

gt E\F.

Es 1.46 Segue dalla definizione di estremo superiore e inferiore osservando che M4 =
. . & equivalentemente, M,,q =-M_,

Es 1.47 Se applichiamo (i) all'insieme (—A) e poniamo s := —§,s = —t,y = —x, per la
(1.52) otteniamo: “s = inf A se e solo se s ¢ un minorante di A e per ogni s > sesistey € A
tale che y < t”, che é I'affermazione (ii) (con altri simboli per ¢ e x).

Es1.48 Segue osservandochese A < B,esea =supAef =infB,alloraa < feaef
sono elementi separatori tra A e B.

Es1.49 Segue, ad esempio, moltiplicando per c la caratterizzazione di estremo superiore.
Es1.50 No:seA={x|0<x<1}ex =0,allorad(x,A) =0max ¢ A.

Es 1.51 [x] é I'unico intero tale che [x] < x < [x] + 1, ma questo implica [x] + 1 <
x+1<([x]+1)+1,edessendo [x] + 1 intero, segue che [x] + 1 = [x + 1].
X+ =Cx+D)-[x+1]=x+1D)—(x]+1)=x—[x] =: {x}.

Es 1.52 Per induzione si vede subito che f(x + nT) = f(x), Vx € R, Vn € N. Si osservi
poiche f(x) = f(x =T+ T) = f(x — T) e quindi, per induzione su n € N, segue che
f(x—nT) = f(x) per ogni x € Reognin e N.

Es 1.53 Poichén < x < n+1,sek,hsonointericonh < nek > n+1,siha
[x—h|=x—-h<x—-ne|x—k|=k—x>n+1-x. Quindi, d := min{x—n,n+1—x} <
min{|x — h|, |k — x|}, da cui d = dist{x, Z}.

Es1.54 Sian = [x]. Allora,x < n < x+1, mapoiché x ¢ Zsideveaverex < n < x+1.
Se anche m € Z soddisfax < m < x+ 1,efossen # m, alloraon > mom > n; nel
primo caso, si avrebbe 0 < n — m < (x + 1) — x = 1 il che ¢ impossibile; analogamente
nel caso m > n. Quindi tale n € unico.
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Es1.55 Siak = mT_l Sek € Z, alloram = 2k +1 ¢ dispari e abbiamo fatto. Supponiamo,

per assurdo, che k ¢ Z. Allora, (per 'Esercizio 1.54), 3! j € Z t.c. mT_l <j< mT_l +1=

%, ossia, m < 2j+1 < m+2. Matram e m + 2 (esclusi) c’€ solo un intero, ossia, m + 1

e quindim + 1 = 2j + 1, che vuol dire m = 2j, ossia, m pari, contro I'ipotesi.

Es 1.56 Sia A := {h € Nt.c.2"|m}. Poiché m & pari, 2|m, ossia, 1 € A, che quindi & non
vuoto. Inoltre, m ¢ un maggiorante: dalla disuguaglianza di Bernoulli, segue che 2" =
1+ 1™ > 1+ m > m, quindi 2™ non pud essere un divisore di m. Dal Corollario 1.25
segue che A ha un massimo k € N, ossia, 3! n € N tale che 2kn = m. Tale n deve
essere dispari (qui stiamo usando I’Esercizio 1.55, altrimenti, se fosse n = 2p si avrebbe
2k . 2p = m, ossia, 2k+1 p = m, il che vorrebbe dire che k + 1 € A contraddicendo la
massimalita di k.

Es 1.57 Siax := n/|d| € Q, q = [x]sgn(d) € Z er := {x}|d|. Allora, da (1.46)
segue che n/|d| = x = [x] + {x} e quindi (si ricordi ((1.24)) che d = sgn(d)|d|) che
n = [x]|d]| +{x}|d]| ossia n = gd + r (relazione che mostra che r € Z); poiché 0 < {x} < 1
segue che 0 < r = {x}|d| < |d|.

Unicita: supponiamo n = dq+r = dq’ +r'. Ser =/, chiaramente g = ¢’. Assumiamo,
per assurdo, ¥’ # r, ad esempio, che ¥’ > r. Allora, si avrebbe ' —r = d(q — q’), ossia
(r' —r)/|d| € Z il che & assurdo essendo 0 < (*' —r)/|d| < 1.

Es1.58 Da(1.37)(conx =y +¢),essendo 0 < € <y, segue

n—1 n—1
1.37
G+er—yr e D+ ikyk < g 3 (ay)nikyk
k=0 k=0
n—1
— Eyn—l Z on—1l-k — Eyn—1(2n _ 1)
k=0
< 2tegynl,
Analogamente,
n n (1.37) (= n—1-k k = n—1-k.,k
Yi——et = ey ek <e ) yrithy
k=0 k=0
n—1
= "y 1=nent.
k=0

Es1.59 Siay = supR,;cft. (1.59), (n > 3). Bisogna far vedere che y" = x. Supponiamo,
X — n
n

2nyn

er assurdo, che y" < xesia0 < € < miniy,
p y y =)

}. Allora, dalla prima relazione in

(1.68) e dalla scelta di € segue che

G+ <y + 2"y < x,
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Soluzioni Esercizi 9

ossia, y + € € R, contraddicendo il fatto che y & un maggiorante di R,,.
)

X
Supponiamo, ora, per assurdo, che y” > x esia 0 < € < min {y, —nyl} Allora, dalla
nyn—

seconda relazione in (1.68) e dalla scelta di ¢, se t € R, segue che
=" >y —ny*le>x>t",

e quindi (y — €) > ¢, ossia, y — € sarebbe un maggiorante che contraddice il fatto che y &
il piu piccolo dei maggioranti. In conclusione y" = x.

1 1 1 1

Es1.60 Seyn < xn,dalla Proposizione 1.31-(iv) segue che y = (y»)"* < (x» )" = x. Sia
1 1 1 1

0 <y < x. Se (per assurdo) fosse y» > xn, dall'unicita della radice, si avrebbe y» > xn
e, dalla dalla Proposizione 1.31-(iv), seguirebbe y > x e cio¢ una contraddizione.

Es 1.61 Essendo \/5 ¢ Q, \/E & A U B e da questo segue anche che AU B = Q.
Per la densita dei razionali in R, segue che, per ogni € > 0, esistono x,y € Q, tali che

\/5—5/2 <x<V2<y< \/§+£/2equind10 <y —Xx <¢g,ossia, A e B sono contigui e
\/5 ¢ 'elemento separatore.

Es 1.62 ]| Dati x < y, per la densita dei razionali in R, segue che esiste r € Q, tale che
x/\/§<r<y/\/§,ossiax<r 2<yer\/§§£@.

1 1 1 1
Es 1.63 Sian > 0. Allora, (xnyn)" = (xn)"(yn)* = 1 e la tesi segue per I'unicita della

radice n-sima. Se n < 0, la tesi segue dal risultato precedente e dalla (1.45).
1 1 n

1 1inm 1 1 mn 1
Sen,m > 0, ((x n)m ) = (((x n)m ) ) = ((x n )) = x e la tesi segue per 'unicita della
radice n-sima. Gli altri casi seguono facilmente da (1.45).

1 1
Es 1.64 Seguono immediatamente dalle identita a” = a(P/9 = (aP)¢ = (a4)P, (dove

r=p/q.

Es1.65 Se0 < a < 1, allora a™! > 1 e da (1.64) segue che (a™!)* > (a™!)" e quindi
a" > ab.

Esl66 ([y—{Yx<{y—x < y<Yx+y—x = y<({x+ «"/y—x)n,che
€ vera come segue subito dalla formula del binomio di Newton.
La (1.69) é simmetrica in y, x e possiamo dunque assumere che y > x, nel qual caso
deriva immediatamente dalla precedente relazione (per n = 2).
Es 1.67 Dalle definizioni date segue subito che
1
((=1)P) /a _ ((_1)1/q)p = (—1)P/4.

Quindi, per ogni x € R

(xp)l/q - ((_1)p|x|p)l/q = (=1)P/9)x|P/4 = ((_1)1/q|x|l/q)P - (xl/q)P_
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10 Soluzioni Esercizi

Es 1.68 (i) si verifica con calcoli algebrici elementare.

(ii) Grazie a (i), p(x) = 0 <= (x —xy)? = %, da cui seguono immediatamente le
formule per I'insieme Z degli zeri di p.

(iii) Se @ > 0, p(x) = a(x — xy)*> — A/(4a) > p(x,) = —A/(4a) = min p. Osserviamo ora
che la funzione y € R ~ y? non ¢ limitata superiormente (se M > 0 e |y| > \/M , allora
2 > M) ed & strettamente crescente su {y > 0} e strettamente decrescente su {y < 0}
(sex <y <0,allora0 < —y < —x e quindi 0 < y?> < x?): da questo segue che p &
strettamente crescente su {x > x,} e strettamente decrescente su {x < x,}.

(iv) si riduce al caso precedente considerando la parabola —p(x) = —ax? — bx —c.
p P p

Es1.69 Sez=x+iyconx,y € R,x=Rezey= Imz:

(24 3i)3 =—-46+9i;

1 V2 +2i V2 i

V2-2i (V2-20)(V2+2i) O S
1—i
1+i
i2k - (_1)k , l~2k+1 - (_1)ki .

wl

’

Es 1.70 La dimostrazioni delle Proposizioni 1.38 e refpro:sommageometrica valgono
parola per parolasea,b € Cex € C.

Es1.71 Sia P(w) := P(zy+w) =: @y + d;w + -+ + d,w" con w nuova variabile complessa
e d; € C opportuni. Allora, d, = P(0) = P(z) = 0, quindi P(w) = dyw + --- + d,w" =
w - (@, + -+ + d,w" 1) da cui, ponendo w = (z — z), si ottiene P(z) = (z — z,)Q(z) con
Q(2)=ay + -+ a,(z — zp)" L.

Es1.72 Datow = a +if, sia z = x + iy, cosicché

2 _ 42
2 _ X*=y'=a
z:=w = 2xy = B )
Caso 1: § = 0. Allora, xy = 0 e quindi o x = 0 oppure y = 0. Se anche ¢ = 0 (ossia
w = 0), allora, |x| = |y| = 0 e quindi, se w = 0, l'unica soluzioneéz = 0. Sea > 0,
necessariamente y = 0,e x = i\/&. Se a < 0, necessariamente x = 0, ey = +\/ —«.
Riassumendo

f=0,0=0 = z=0;
B=0,a>0 = z=+\a,
f=0,a<0 = z=ii\/—_oc.
Caso 2: 8 # 0. In questo caso 2xy = 3 implica che sia x che y non sono mai zero e quindi,
inserendo y = 3/(2x), nella prima equazione in () otteniamo I'equazione biquadratica
2

4 2
x*—ax*—— =0,
4
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Soluzioni Esercizi 11

che ha soluzioni: x? = (a + /a2 + 32)/2, in cui va scartato il segno meno (altrimenti si
otterrebbe I'equazione impossibile x> < 0). Dunque, si deve avere

x=xVe, V@ P+
B 0= .

- 2

2v6

y=x

0, equivalentemente,

s L), e VTP

20/6 2

Es1.73

P(z)=0 < Q(z)=0 con Q(z):=zz+gz+§.

Inoltre, se A := b2 — 4ac,
b\2 A
Q(Z)—(Z-F%) —m.
Dunque, per ’'Es 1.72, se A = 0 si ha un’unica soluzione di P(z) = 0 datada z = —b/2a,

mentre se A # 0 ci sono esattamente due soluzioni date da

b . A
Z,=——+w,, dove w,, sono le due soluzioni di w? = — .
= 2a = - 4q?
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12 Soluzioni Esercizi

Capitolo 2

Es 2.1 Sipuo prendere § = min{l1/2,¢/16}. Infatti, ponendoy = —x ey, = 1, si ha

£ = 11l < P12 <16yl = < 161y 1] <

(sinotichey > 1/2se |y — 1| < 1/2).
Es 2.2 (i) Dato ¢ > 0 dobbiamo trovare § > 0 tale che |1 + |x]/3 — 1| = |x|'/3 < ese
0 < |x| < 8. Quindi, possiamo prendere & = &.
(ii) Dato M > 0 dobbiamo trovare § > 0 tale che
2
+1
2T oM, Vo<l|x-1]<3.
Q—x)*
Innanzitutto, osserviamo che x2 + 1 > 1. Quindi,

x2 41 1
Q-x)#*" Q-x*"

Ora, la disequazione > M ¢ equivalente a (1 — x)* < 1/M che & verificata se

1 —x)*
0 < |1 — x| < 1/M'/*. Quindi, possiamo prendere & := 1/M/4.
n—3nd+1
(n2 —1)(3—n3)’

siabbia |a, + 1| < €. Ora,

(iii): Sia a,, := Dato ¢, dobbiamo trovare N > 0 tale che, per ognin > N

n®—3n*+1 ‘_ 2n® —3n? +2

0+ 1= e e T S D=3

Ora, |2n3 — 3n? + 2| < 2n3 4+ 3n? + 2 < 7n?; quindi,

a1l < 7 .
" (M2 —1(n—-3) n? (1_L).(1_i>'
n2 n3
.. . . . 1 3 3 5 ..
Maggioriamo i denominatori: se n > 2, allora 1 — = > " el— - > 3 Quindise n > 2,
n n
si ha
1 7 4 8 16
|an + | < - g . g -

In conclusione, |a, + 1| < € se n > N := max{2, 4/\/2}.

Es 2.3 (i) Se poniamo y := x — 2, il problema diventa equivalente a trovare § > 0 tale
che per |y| < & si abbia |f(2 + y) + 3| < 1076, Ora,

IfQ+y)+3]|=2[yl/11+y]
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Soluzioni Esercizi 13

e, se |yl £1/2,siha2|y|/|1+y| < 4]y| (essendo |1 +y| > 1— |y| = 1/2). Dunque, se
§=1/(4-10%,ese|y| < d,sihache |f(2+y)+ 3| <4|y| <45 =107°.

(ii) Poniamo y := 7 — 4x2. Allora, se |y — 3| < 1 (cioé 2 < y < 4), si ha

1 1 13—yl 13—yl
|=-—=|= < <13-yl. (*)
Vo3 Vay By Ve (3+y2)
D’altra parte, se |[x — 1| <1,
3—y|=41-x2|=4]1—x| - |1+x| <4x—1]Q + |x]) < 8|x —1]. (%)

Quindi, mettendo assieme (x) e (*#), si ha che |f(x) — L| < 107° per ogni x tale che
|x —1] <1/(8-10%).

Es2.4 |(i)Sex > 1,siha

Vx2—-1 1 1 1 1 1 1
el e
1-—+1
purché x > M con M := 1/(/2 - 10).
(i) Se x > M > 0, allora x2 > M2 e (1 + x2)V7/19 > (1 + M?)17/19 > M34/19. Quindi, se
M :=105/17 siha che (1 + x2)17/1% > 10°.

Es 2.5
n*—7
n3+1
e si puo prendere N = M + 7: infattise n > M + 7, alloran3(n — M) >n3>>n>M +7.

>M < n*n-M)>7+M

Es 2.6 (i): Se x € A esiste un intervallo aperto I C A che contiene x. Quindi se U ¢ un
intornodi x,INU C A & un intervallo (aperto) che contiene x e quindi contiene (infiniti)
punti diversi da x, ossia, x € D A.

(ii) Se x € JA allora esiste un intervallo I taleche x e TeI N A = {x} (e quindi I & un
intorno di x). Ma allora, I N A\{x} = @ ossia x & D*A e quindi TA N D*A = (.

(iii) segue da (i) e da (ii).

(iv)Se x € Amax ¢ JA, allora per ogni intorno U di x, UN A\{x} # @ e quindi x € DA.
Ne segue che A = JA U D A ed essendo tale unione disgiunta (per (ii)), si ha la tesi.

Es 2.7 Sea < x < b, alloraesistee > Otalechea < x —¢ < x < x + ¢ < b e quindi
(x—¢,x+¢) C1,il chevuol dire che x ¢ interno. D’altra parte, gli estremi non sono punti
interni: se a = —o0 0 b = 400, non appartiene ad I e quindi non ¢ interno. Se a € R, per
ogni § > 0,a — 6 ¢ I e quindi a non puo essere interno; analogamente per b.

Segue dal fatto che a = inf(a, b) e b = sup(a, b) (e dalla Proposizione 1.72).

Es28 (i))Seme Z,allora(m—1/2,m+1/2)NnZ = {m} e quindi m € IZ.
(ii) Da (i) segue che Z = N = {J. In ogni intorno di x € R vi sono sia punti razionali che
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14 Soluzioni Esercizi

irrazionali e quindi @ = (R\Q)° = §. .

(iii) Essendo supN = +o0, segue che +o00 € 9*N; analogamente +o00, —c0 € D*Z. Per
ogni x € R, in (x —1/2,x + 1/2) vi ¢ al pill un numero intero. Quindi 2*N = {+o0},
D*7 = {—o0, +0c0}.

(iv) segue dal fatto che Q@ e R\Q sono illimitati superiormente e inferiormente e dalla
densita dei razionali e degli irrazionali.

(v) segue sempre dalla densita dei razionali e degli irrazionali.

Es 2.9 Nelcaso L € R, I'asserto segue dalla disuguaglianza triangolare inversa )l fO| -
ILI| < |£G0) - LI.

Consideriamo il caso L = —oo e sia M > 0. Per ipotesi segue che esiste un intorno U di
Xy tale che f(x) < —M per ogni x € A N U\{x,}, e per tali x, in particolare, f(x) < 0.
Quindi, per tali x, | f(x)| = —f(x) > M.

Il caso L = +o0 segue analogamente (ed ¢ pit semplice).

Es 2.10 Assumiamo I # @ (altrimenti la caratterizzazione & banale).

Sel = (a,b) éunintervalloe x,y € I e x <t <y, per transitivitd a < t < b e quindi
t € I e dunque vale (2.4); gli altri casi si trattano allo stesso modo.

Assumiamo, ora, che I soddisfi (2.4) e siano a = inf I e b = supI. Bisogna considerare i
vari casi in cui gli estremi appartengano o meno a I. Consideriamo, ad esempio, il caso
incuia ¢ I eb € I. Dobbiamo far vedere che se vale (2.4), allora I = (a, b]. Sia dunque
a < t < b. Dalla caratterizzazione di estremo inferiore in R* (Osservazione 2.2—(iv))
segue che esiste x € I tale che a < x < t; applicandola (2.4) cony = bseguechet €l e
quindi I = (a, b]. Gli altri casi si trattano in modo analogo.

Es 2.11 Nella soluzione di questo esercizio useremo sistematicamente la caratterizza-
zione degli intervalli nell’Osservazione 2.4-(i). Dimostreremo, poi, (iii) prima di (ii).

(i) Supponiamo per assurdo che sia falso che “I < JoJ < I”,0ssia, 3x;,x, € ey, y, €J
tali che y; < x; e x, < y,. Siccome I NJ =, questo implica che

<X, X <)2. ()

Ora, ci sono due casi: 0 x; < y, oppure y, < Xj.

Nel primo caso, da (x) segue che y; < x; < Yy, e quindi, per la caratterizzazione degli
intervalli, segue che x; € J che ¢ impossibile essendo I e J disgiunti.

Nel secondo caso, da (x) segue che x, < y, < x; e quindi y, € I, nuovamente una
contraddizione.

(iii): AssumiamoINJ # @. Sex <t < ycon x,y € AN B, per la caratterizzazione degli
intervalli, segue chet € Aet € Be quindit € AN B e dunque A N B & un intervallo.

Dimostriamo, ora, che A U B € un intervallo, e siano, x <t < ycon x,y € AU B. Se
x,y € Aox,y € B,seguechet € Aot € Bequindit € AUB. Consideriamo, ora, il caso
x<t<yconx € Aey € B. Poiché AnB # §, 3xqg € A N B. Per la caratterizzazione
degli intervalli, tutti i punti tra x e xy sono in A e tutti i punti tra x, e y sono in B e quindi,
necessariamente t appartiene o A o (non esclusivo) a B, ossia,t € AUB. Ilcasox € Be
y € A si discute allo stesso modo.
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(ii): Dimostriamo “ = ”.
SeINnJ #@latesievera. SeINJ =@, per (i)oI <JoJ < I. Idue casi sono analoghi:
assumiamo ad esempio che I < J e supponiamo per assurdo che ci siano due elementi
separatori diversi &« < [§; ma allora, se prendiamo x € A,y € Bet € (a,f) si ha che
x<a<t<LpB <Ly mat¢gAUB contraddicendo I'ipotesi fatta.

Dimostriamo “ <=".
Se ANnJ # @, la tesi segue dal punto (iii) gia dimostrato. Se A e B sono contigui significa
che A < Besup A = inf B (o viceversa, scambiando A e B). In questo caso c’¢ un unico
elemento che separa A e B ed ¢ il valore comune x, = sup A = inf B e poiché questo
appartiene per ipotesi a IUJ si puo ripetere 'ultimo argomento usato per la dimostrazione
di (iii) da cui segue che A U B € un intervallo.
(iv): I = R < I° = () (che & un intervallo). Se I & una semiretta, ad esempio [a, +o0)
o0 (a,+o0) (con a € R) il suo complementare &, rispettivamente, la semiretta (—oo, a)
0 (—o0, a]; analogamente per altre semirette. Se I € limitato e non vuoto, ad esempio
I=]a,b]l,cona <b,I° =(—0,a)U(b,+00);seI = (a,b],alloral = (—co,a]u (b, +),
e analogamente negli altri casi.

Es 2.12 (i) Se § = +o0 = sup A si ha che A non ¢ limitato e quindi per ogni M esiste
Xx € Ataleche x > M ossia x € (M, +0). Se § = sup A € R, allora per ogni ¢ > 0, per la
Proposizione 1.72, esiste x € A taleche x > §—eequindix € (§—¢,5] C (§—¢,5+¢).
Dimostriamo il viceversa. Siat < §ese§ = 4oo poniamo V = (f,+)ese§ € R
poniamo V = (t,5 + 1). Dalle ipotesi segue che esiste x € ANV e quindi t < x. La tesi
segue quindi dalla Proposizione 1.72.

(ii) si dimostra in modo analogo con i dovuti cambiamenti.

Es 2.13 Innanzitutto, b < 400, perché b = +oo significa che E non ¢ limitato e che
+o0o0 € D*(E). 1l fatto che b non & un punto di accumulazione di E significa che 3 > 0
taleche{x € E|0 < |x—b| < 8} = @. Sias = b— /2. Per la caratterizzazione di estremo
superiore, deve esistere x € E tale che s < x < b; ma allora, x = bequindib € E e
b =maxE.

Es 2.14 Se JE ¢ finito non c’¢ nulla da dimostrare. Assumiamo che JE = co. Poiché
E=|] nez En cON E, = EN [n,n + 1) e I'unione di insiemi numerabili € numerabile,
¢ sufficiente dimostrare che ogni E,, ¢ al piit numerabile. Tramite una traslazione (x —
X — n), che & una biiezione, basta considerare il caso n = 0. Supponiamo quindi che
E C [0, 1) abbia un insieme di punti isolati infinito e dimostriamo che é numerabile.

Per x € JE siar, = sup {r >0|(x—r,x+r)NnE = {x}}; si osservi chre tale insieme € non
vuoto (per definizione di punto isolato) e limitato (se fosse illimitato si avrebbe r,, = +oo,
ma allora E = {x} contraddicendo il fatto che #E = o0). Definiamo I,, = (x — ryx + ry):
I, ¢ il piu grande intorno simmetrico di x tale che I, N E = {x}.

Osserviamo che se x # x’ sono punti isolati di E con ry,r > &, allora |x — x'| > & (se
fosse |x — x'| < &, allora x € I, contraddicendo il fatto che I,, N E = {x}). Definiamo,
ora, gli insiemi I,, := {x € JE|r, > 1/n} e si osservi che #I,, < n (se fosse #I, > n + 1
vorrebbe dire che in almeno uno degli n intervalli [i /n, (i+1)/n) che suddividono [0, 1) ci
sarebbero almeno due punti isolati x e x’, ma questo ¢ impossibile, essendo |x—x'| > 1/n
come osservato sopra). La tesi segue osservando che JE = U, eyl
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Es 2.15 (2.6) segue dal fatto che lim,_,, |F(x)| = 0 < lim,_,, F(x) = 0 e dal fatto
che
lim f(x)=L < lim(f(x)—L)=0.
X=X

X=X

(2.7) segue dal fatto che, se x = xy + y, allora |y| <& < |x — x| <e.

Es 216 Sia M > 0. Allora esiste un intorno di x, tale che f(x) > M per ogni x €
U n A\{x,} e quindi, per tali x, g(x) > f(x) > M, ossia lim,_,, g(x) = +oo.

Per la seconda affermazione basta considerare — f e —g (o0 adattare 'argomento preceden-
te).

Es 217 Perx < 0,sgnx = -1 = lim,_,_sgn(x) = —1; analogamente per x > 0,
sgnx =1 = lim,_ g, sgn(x) = 1.
Sen<x<n+1,[x] =n. Quindi lim [x] = n.

X—n+

Sen—1<x<n,[x]=n-1.Quindi lim [x]=n-1.
X—>n—

lim {x} = lim (x — [x]) = n— lim [x] = 0.
X—n+ xX—n+ xX—>n+

lim_{x} = lim_(x —[xD=n- lim_[x] =n—-(m-1)=1.

Es2.18 lim,_q, f(x) =0elim,_ o, g(x) =1.

Es 2.19 Assumiamo che lim,_,, f = L € R* e sia V un intorno di L. Allora esiste U
intorno di x, tale che f(x) € V per ogni x € (U N A)\{xy}. In particolare f(x) € V per
ognix e UNAN(—o0,xy) e f(x) € V perogni x € UNAN(xy,+o0) il che significa che
lim,_, _ f=limy_ 4 =L.

Assumiamo che lim,_,, _ f = lim,_, , = L esia V un intorno di L. Allora esistono
due intorni U; e U, di x, tali che f(x) € V perognix € UynAN(—oo,xp) e f(x) eV
per ogni x € U, N A N (xy,+00); dunque se U = U; N U, si ha che f(x) € V per ogni
x € (U N A)\{xo} il che significa che lim,_,, f = L.

Es 2.20 (i): Dalle ipotesi segue che se ¢ > 0, esiste § > 0 tale che | f(x) — L| < /4 per
ognix € W:=AnUconU :=(xy — J,Xp). Quindi, se x,y € W, allora

E_¢
42

fF)=fO) =1fC)—L+L—-fOWI<|fX)—LI+|f)—L| < % + :
In particolare, per ogni x,y € W, siha f(x) < f(y)+¢/2. Prendendo l'estremo superiore
sux € W in tale relazione si ha supy, f < f(y) + £/2, o equivalentemente, sup,, f —
€/2 < f(»), e prendendo l'estremo inferiore in quest’ultima relazione su y € W si ottiene
supy, f —¢&/2 <infy, f, ciog, supy, f —infy f <e/2 <¢, che ¢ la tesi.

Il “caso destro” si tratta in modo del tutto analogo.

(ii) Poiché in ogni intervallo aperto ci sono infiniti numeri razionali e infiniti numeri
irrazionali, in ogni intorno sinistro W = (x;, — &, xy) o intorno destro W = (x,, Xg + 9),
con xo € Q, supy, x, —infy ¥, = 1 e quindi, per il punto precedente non esistono i
limiti laterali di y,.
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Es 2.21 (i),(ii): Consideriamo, dapprima, il caso L = +o0 e g > a > 0 vicino a x, il che
significa che esiste un intorno U; di x, tale che g(x) > a per ogni x € (U; N A)\{xy}.
Sia M > 0. Poiché lim,_,,, f = +oo esiste un intorno U, di x, tale che f(x) > M/a
per ogni x € (U, N A)\{xp}. Dunque se U := U; N U, e x € (U N A)\{xy}, si ha che
fo)glx) > %/I -a = M, il che vuol dire che lim,_,,, fg = +oo.

Gli altri casi in (i) e (ii) si riducono a quello appena trattato. Ad esempio, consideriamo il
caso L = +o0 e g < —a vicino a xy: g < —a ¢ equivalente a (—g) > a e quindi per il caso
precedente, dato M > 0, esiste un intorno U di x, tale che, per ogni x € (U n A)\{x,},
f(x) - (—g(x)) >= M il che equivale a f(x) - g(x) < —M, il che equivale a lim,_,, fg =
—0o0.

(iii): Se lim f = +L allora lim |f| = +o0 e quindi, poiché |f| > M > 0 se e solo se
1/|f] <e:=1/M,lim1/|f| = 0 e I'asserto segue dal Lemma 2.21.

(iv): Sia M > |b| e sia U, tale che g(x) > b per ogni x € (U; N A)\{xy}. Poiché lim f =
+o00, esiste un intorno U, di x, tale che, per ogni x € (U, N A)\{x¢}, f(x) > M —be
quindi f + g > M.

(v) si tratta in modo del tutto analogo.

Es 2.22 Ovviamente f ~ f. La simmetria ¢ il punto (i) del’Osservazione 2.27. Se f ~ g

i 10 Ly 100 800 00 0
cg ~ hoallos lin 5 = lim 25 hoo ~ A 5 A i)

(proprieta transitiva).

=1,o0ssiaf ~h

Es 2.23 Se f ~ g (vicino a x;) allora f/g ~ 1 e quindi la tesi segue dal punto (ii).
Es2.24 f~g = g~ f,ossia lim,_, g/f = 1. Quindi, per l'algebra dei limiti,

lim g = lim (?-f): lim g, lim f=1-L=L.

X—Xq X—Xq X=X X—Xq

Es2.25 % =1+4+x? > 1perx — Oequindi f ~ g. f+h = 0equindilim,_o(f+h) =
g(x

0. Ma, g(x) + h(x) = — : !

3 — —lperx — 0.
x

Es 2.26 Supponiamo a, < a,; per ogni n. Dimostriamo per induzione su m che a,, <
Qu4m Per ogni n,m. Per m = 1 & vero per ipotesi e se assumiamo che a,, < a,,,,, poiché
Unim < Unym+1 SEGUE che an < Apymtr-

Es 2.27 Siam = inf E. Allora, —m = sup(—E) ed esiste {x],} C (—E) crescente tale che

lim x], = —m, e quindi x,, :== —x), € Ee x, \\ m.
n n n 21’1 . n
Es 2.28 Dalla (2.23) segue che % > ;—n, e ee. " > ™ ¢ equivalente a (%) > % Ora,

essendo e > 5/2, dalla disuguagliénza di Bernoulli, segue che

(5)>() =0+3) >
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Es 2.29 Sia U un intorno di L. Allora 3 N tale che a,,,a,,_; € V perognin > N e
quindi a; € V per ogni k > 2N — 1.

Es 2.30 I termini della successione sono positivi (come si verifica immediatamente per
induzione). I primi termini sono a; = p, a, = (p + 1)/2, a3 = (p?> + 6p + 1)/(4p).
Osserviamo che a, < a; (essendo a, il punto di mezzo tra p > 1 e 1), ed anche che
a3 < a, (come & facile verificare). Infatti, la successione {a,} ¢ strettamente decrescente,
ossia, a,, < a, perognin > 1:
1 p 2
a1 <a, < —(an+—)<an << p<a;,.
2 a,
Dimostriamo quest’ultima relazione per induzione. Per n = 1, & ovviamente vera (essen-
do a; = p > 1). Assumiamo, ora, che p < aZ. Con qualche semplice calcolo algebrico, si
vede che
1 P’y . P P2
2 2 _ £
p<a,, < p<Z(an+a—%)+§ = O<(an an)
e quest’ultima relazione & vera essendo (a, — p/a,)* = a,%(a — p)? che & (strettamente)
positivo per l'ipotesi induttiva. Dunque essendo la successione {a,, } decrescente e limitata
inferiormente (da 0), segue che esiste il lima,, = L € (0, p) ed allora, per I'algebra dei
limiti, prendendo il limite per n — +oo nella relazione ricorsiva che definisce a,, si
ottiene 1 »
L=—(L+—) = L’= < L=+/p.
S+ 7 p Vp
Es 2.31 La successione {a,} ¢ definita come a; = O e, per n > 2, come a,, = f(a,_;)
con f : x € [0,+00) — f(x) := Y2+ x. Tale f ¢ strettamente crescente (essendo
strettamente crescenti 2 + x e \/_ ; cfr. Proposizione 1.21) e dunque, {a,} & strettamente
crescente ed esiste lim a,, = L € R*. Se il limite ¢ finito, dall’algebra dei limiti segue che
L = 42+ L ossia I2=2+L,edessendo L > 0, si ha L = 2. Per escludere pero che il
limite sia +oco dobbiamo far vedere che la successione {a,,} & limitata superiormente. Ma
questo ¢ facile (per induzione): a; = 0 < 2, e se a,, < 2 allora (essendo \/E strettamente
crescente) a,,1 =2+ a, < V2+2 = 2equindi a, < 2 per ogni n. Quindi possiamo
concludere che a,, /' 2.

Es2.32 Pern > 2,siha

1 1 42
- = — >
an n (an—l I’l—l) , (nx2).
Dunque se poniamo b,, := a, —1/n,sihab; = 2eb, = bfl_l per n > 2. Iterando

quest’ultima relazione si trova facilmente b,, = 22" (che vale per n > 1) e quindi a,, =
22" 4 1/n.

Es2.33 a, > Operogninea,,, <a,(comesiverificaimmediatamente per induzione).
Dunque esiste lima,, = L > 0 e tale limite verifica L = L/(1 + L) che ha L = 0 come
unica soluzione.
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Es234 a, = 1le,pern > 2,a, = f(a,_1) con f(x) := 1/(2 + x) che ¢& strettamente
decrescente per x > 0 e quindi F := fof ¢ strettamente crescente. Chiaramente, a,, > 0
perogni n e sihaa, < a; < az < a;. Da queste relazioni segue che a,, < a,,_; e che
Ay /S a LB/ ay_. Essendoa,; =1/(2+(1/(2+a,_1)))sihache a e § verificano la
stessa equazione che & x = 1/(2+ (1/(2 + x))) che si puo riscrivere come x> +2x—1 =0

che ha come unica soluzione positiva \/5 — 1. In conclusione lim a,, = \/5 -1

Es 2.35 Siany :=1+ 4k e my := 2 + 4k. Allora
fnd =3+ =3}=1.

(=G +4-B)-4

Quindi, per I’Osservazione 2.46—(i), il limite non esiste.

mentre

Es2.36 Poichéa'/" < a,ll/ " < b'/", dal teorema del confronto e dalla Proposizione 2.37-

(iv) segue che lim a,11/ =1

Es 2.37 Vogliamo dimostrare, per induzione su n > 2 che
n\" n\"
= 1< (=) .
<e) <n.<(e) en, Vn>2. (x)

Poiché 2 < e < 3 (cfr. (2.21)), la (x) vale per n = 2. Assumiamo che valga la prima
disuguaglianza in () per n > 2 e dimostriamola per n + 1.

(l’l-ei-1>"+1 _ <1+%)n‘(n+1).(§)n‘%

(? (1+%)n-(n+1)!-%

(2.20)
< (n+1)

Assumiamo, ora, che valga la seconda disuguaglianza in () per n > 2 e dimostriamola
per n + 1. Ricordando la definizione di E,, in (2.18), si ha

(n+1)!

nl(n+1) (2) (g)n ne(n + 1)

e (‘n+1

£ ("

(2200 ,pn+1
<

>n+1e(n +1)

>n+1e(n +1).

Es 2.38 Innanzitutto, a, > 0 per ogni n (come ¢ immediato verificare per induzione).
Dunque, a, = f(a,_1)pern > 2con f =1+ 1/x: f & una funzione decrescente su R,
e quindi F = fof e strettamente crescente e

F(a,) = fof(a,) = f(ap41) = apin , (YR 21). ()
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Calcoliamo i primi quattro valori di a,;:

a1=1<a3=§<a4=§<a2=2. (%)
Da queste osservazioni segue facilmente (per induzione) che {a,,_,} é una successione
Strettamente crescente, {a,, } una successione strettamente decrescente e che a,,_1 < a,, per
ogni n.

Dimostriamo che a,,,7 < ay,_; perognin > 1. Per n = 1, a; < as segue dalla defi-
nizione ricorsiva sdi a,, e se a,,41 < ay,_1, per n > 1, allora (essendo F strettamente
crescente)

(*) (%)
Aopt3 = Flagns1) < F(az,—1) = azpy1 -

In modo del tutto analogo, a; < a,, € s€ ayuyy < ayy, per n > 1, allora ay,44 =
F(ay,42) < F(ay,) = ay,_,. Infine a; < a,, ese ay,_1 < ay,, per n > 1, allora
Uyne3 = Flagp—1) < F(az,) = aapya-
Da questo segue che la successione {a,,_;} € una successione monotona strettamente cre-
scente e un qualunque a,; ne € un maggiorante; dunque lima,,_; = supay,_1 < ay
per ogni k. Analogamente, la successione {a,,} ¢ una successione monotona strettamente
decrescente e un qualunque a,;_; ne € un minorante; dunque lim a,,, = inf a,, > ay;_;
per ogni k. Per cuilima,, ; =: a < := lima,,. D’altra parte, iterando due volte la
definizione ricorsiva di a,, abbiamo che

1 1
— > g1 =1+ ———7—
1+— 1+

Azn azp—-1

gy =1+

e prendendo il limite in tali relazioni vediamo che « e 8 verificano la stessa equazione

1 X
x=1l+— & (x-1D)=—"— << x>—-x-1=0
1+4 x+1
X

equazione che ha un’unica soluzione positiva, ossia, x = (\/g + 1)/2. Da questo segue
chea == (\/E +1)/2 e, dunque (per I'Esercizio 2.29), che a,, — (\/E +1)/2.

Es 2.39 (i): Poiché )lclil’(l) sgn?(x) = 1, x € R ~ sgn?(x) ha una discontinuita eliminabile
in 0.

(ii): Poiché lim [x] =n—1<n = lim[x],x € R » [x]e x € R — {x} hanno una
discontinuitg_g;_salto in n per ogni n é_)ZnJr

(iii) Poiché lil’(I)l 1/x = +o0, f : x € R\{0} » 1/x ha una discontinuita essenziale in 0.
x—=0+

(iv) Poiché, per I'Es 2.20-(ii), Vx, € R, non esiste il lim Xo» X € R +— Xo ha una

X—=>Xg—
discontinuita essenziale in ogni punto di R.

Es 2.40 Poiché |f]| : (a,xy) — R & continua (essendo composizione di due funzioni
continue), dal teorema di permanenza del segno segue che esiste una < b < Xx, tale
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che |f(x)| > 1perognib < x < x, e quindi f(x) non pud cambiare segno su (b, x,)
(altrimenti per il teorema di esistenza degli zeri esisterebbe un b < x; < X, tale che
f(x;) = 0). Dunque o f(x) > 0 su (b, xy) oppure f(x) < 0 su (b, xy); nel primo caso
|fOOI = f(x)

lim f = lim |f| = +o0;
X—Xo X—Xg

nel secondo caso f(x) < 0e |f(x)| = —f(x) e quindi, per algebra dei limiti,
lim f(x)=— lim |f(x)| = —0.
X=X X=X

Sia f continua su (a, Xp) con a < xy < +oo. Dimostrare che se lim,_, | f(x)| = +co,
allora o f — +oo0 oppure f - —oo per x — X,.

Es 2.41 Per n = 0 il polinomio ¢ una costante e il risultato € ovvio (con qualunque
costante di Lipschitz L > 0).

Osserviamo che, per ogni n > 1, da (1.36), segue che, se |x|, |[y| < r, allora

n—1
" =y < = yl] 2 2y < =y e ()
k=0

Sia p(x) = ag+ayx + -+ a,x", a, # 0, un polinomio di gradon > 1. Sia R = max{r, 1},
M = max{|a;|| 1 < k < n}, allora, da (x), segue che per ogni |x|, |y| < r,

Ip(x)—pW| <Llx—y|, con L:=n*MR"".

Es 2.42

I(f(x) = F())g(x) + fF)(g(x) — g»)|
SI;P Igllf(x)—f) + Sl;P |f11g(x) — gl

|f()g(x) = F(gI

IA

Dunque se
5 1/2
f=1x-1 e gO»)=1/(x*+5)
sihasup, |f| < 1esup,|g| < 1/4/5. Inoltre

IfC)—fOI<lx—yl e |gkx)-gW) < sup lg'l1x =yl < Ix=yl.
In definitiva si puo prendere § = /2.
Es 2.43 (i) Si puo prendere § = 1; Infatti, |x — xy| < § equivale a

000"

349 <x<l1
500
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e quindi

|x> — 1] 1-x=0-x)-QA+x+x2+x3+x%

< 510 —-x)=510—xy+x9—x)

= 5(ﬁ +x0—x>

< 5(ﬁ+5>=%.

(i) I lim, _, ,, x> = (999/1000)° < 1 e quindi (per I'unicita del limite) lim,_,, x> = 1¢
falso e non pud seguire da nessuna ipotesi (vera).

Es 2.44 Supponiamo, per assurdo, che f sia uniformemente continua su E e prendiamo
€ = a/2. Allora, esisterebbe § > 0 tale che |f(x) — f(y)| < a/2 per ogni x,y € E con
|x —y| < 6. May, —x, — 0, quindi esiste N taleche0 < y,, —x,, < d perognin > N, il
che contraddice che |f(x,) — f(y,)| = a per ogni n.

Es 2.45 La funzione x € [0,+00) — f(x) := X" € [0,+00) &€ una funzione continua e
strettamente monotona (e quindi invertibile). Dal teorema dei valori intermedi, essendo
f0)=0,f>0e SUP(0 400 f = +o0, segue che f([0, o)) = [0, +00). Quindi, la funzione
g(x) = f~l(x) verifica fog(x) = x, ossia, g(x)" = x, ossia, per ogni x € [0,+o0),
y = g(x) verifica y" = x; inoltre da (1.36) segue che un tale y € unico (e quindi &, per
definizione, la radice ennesima di {/x di x).

Si osservi, inoltre, che dal Teorema 2.56, segue che x — \7’; = f ~1(x) & una funzione
continua.

Es2.46 Sia f : A C R — R crescente (nel caso f decrescente, si consideri la funzione
—f). Siaa = inf A e 8 = sup A. Allora, esistono x,, < y, punti di A tali che x,, \, a e
Y / B. Poiché U, [x,,y,]NA = An(a, ) e poiché 'unione di insiemi al pitt numerabili
¢ al pitt numerabile, basta dimostrare che

D, ={x € A, :=[x,,y,] N A| f haun salto in x}

¢ al pit numerabile. Se x € A, & un punto di salto, si deve avere 0 < o(x) := f(x+) —
f(x—), dove f(x+) denota il limite da sinistra/destra di f in x. Dunque D,, = {x €
A,| o(x) > 0} e quindi

D, = | Jix € Aul o) 2 1/} ()

jeN

Si noti che f(A,) = [f(x,), f@,)] =: I con |I| = y,, — x,,. Poiché se o(x) > 0 si ha che
(f(x=), f(xy)) N f(A,) = @, si deve avere che #{x € A,| o(x) > 1/j} < |I|/j. E quindi,
da () segue che D, ¢ al piit numerabile.

Es 2.47 Sia f monotona e siano x; < x, < x3 puntidi A ey; = f(x;). Allora, se f &
crescente, y; < y, < ys3; se f € decrescente, y; < ¥, < y;. Quindi, se f € monotona,
conserva l'ordine ciclico.

Dimostriamo, ora, I'implicazione inversa per contrapposizione, ossia, assumiamo che f
non sia monotona e dimostriamo che f non conserva l'ordine ciclico, ossia, che esistono
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tre punti ordinati tali che 'immagine del punto intermedio non appartiene all’intervallo
con estremi 'immagine degli altri due punti.

“f non monotona” significa che f non ¢ decrescente, né crescente. Quindi esistono due
coppie di punti x; < x, e ¥; < X, taliche y; <y, e y; > y,, dove y; = f(x;) e y; = f(X;).
Ci sono due casi: () 1 = y,, (b) ¥; < y,.

Nel caso (a), x; # X; (essendo y; < y, < ¥;) e ci sono due possibilitd: 0 x; < X; < X,
nel qual caso y; > max{jy,, y;}, oppure, X; < X; < X,, nel qual caso, y; < min{y,, y;}. In
entrambi i casi la tesi & vera.

Nel caso (b), x, # X, (essendo y, > y; > ¥,) e ci sono due possibilita: 0 x; < X, < X,,
nel qual caso y, > max{y,, y,}, oppure X; < X, < X,, nel qual caso y, < min{jy;, y,}. Di
nuovo, in entrambi i casi la tesi & vera.

Es 2.48 Supponiamo, per assurdo, che f non sia monotona. Allora esistono tre punti in
I, x; < x, < x5 tali che f(x,) non & compreso tra f(x;) e f(x3): piu precisamente, se
poniamo

yi=f(x), ¥1:=min{y;,y3}, J3:=max{yy,ys},
allora y, ¢ [y;, 3], cioé vale una delle seguenti alternative

1 y2 <y, (i) y3<y,.

Nel caso (i), scegliamo y € (y,, ;). Allora (dalla definizione di y;) sihachey, <y < y;
€y, < J < y3. Quindi per il teorema del valor medio (Teorema 2.53-(ii) applicato prima
all'intervallo [x1, x,] e poi all'intervallo [x,, x3]) e dall’iniettivita di f segue che esistono
X1 € (x1,Xx,) e X, € (x,,x3) tali che f(x;) = y = f(X,) ma questo contraddice I'iniettivita
di f essendo X; < X,.

Nel caso (ii), scegliamo y € (J3,y,). Allora (dalla definizione di y;) sihache y; <y < y,
ey; <y < Y,. Come sopra, per il teorema del valor medio e dall’iniettivita di f segue che
esistono X; € (x1,X;) € X, € (x5, x3) tali che f(%;) = y = f(x,) ma questo contraddice
I'iniettivita di f essendo X; < X,.

Infine, (essendo f iniettiva) f & strettamente monotona.

Es 2.49
. tanhx . sinhx 1 M. 1
(1) lim ——— = lim . = lim =
x—-0 X x—0 X coshx  x—o0coshx
. Arctanh . . 1
(m) lim ATAX _ 1im Y __ lim @
x—0 X y—otanhy y-o (tanhy)/y

(dove, nella prima uguaglianza, abbiamo fatto il cambio di variabile x = tanh y).

L lig Ll . T, : :
Es2.50 |x|x =e * %8141 . Facendo il cambio di variabili y = 1/x, si ha che hr(r)l f(x)
x—0+

lim e™»!°8Y = 0. Facendo il cambio di variabili y = —1/x, si ha che lil’(I)l f)
y—>+oo x—>0—

lim e¥!°8Y = +c0. Quindi f ha una discontinuita essenziale in x = 0.
y—=>+oo

Es 2.51 Se x > 1il limite & +o0: infatti,
2 22 xp(n¥log2—nl
n—!_ﬁ—exp(n 0g2—nlogn) - +co.
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Se x < 1il limite & 0: infatti,

Es 2.52 Prendendo i logaritmi nelle disuguaglianze (2.20) segue che
nlog(l + l) <l<(m+ l)log(l + l)
n n
da cui segue immediatamente (2.41).

Es 2.53 Adattando (nel modo ovvio) la dimostrazione della Proposizione 2.50, segue
immediatamente la continuita di x € [0, 4+0c0) — x% per a > 0.

Es2.54 Essendo0< x,(1—x),a<1,siha:(1—x)*>1-—x>1-—x%.

Es 2.55 (i): Poiché a™ \( 0, esisteunm € Ntalea™ < x equindit = —m € E, # 0.

Poiché a" /' +oo, esiste m € Ntale che a™ > xequindiset € E,, a’ < x < a™ e, poiché

y — a? ¢€ strettamente crescente, deve essere t < m, ossia E, ¢ limitato superiormente.

(ii): Basta dimostrare che a%® = x (essendo x = a'°%™). Sia y = 1,(x). Supponiamo
1

1
(per assurdo) che a¥ < x. Poiché a’*n = a¥an \, a”, segue (dalla definizione di limite)
1

che esiste un m tale che @’ m < x; ma allora y + 1 € E,, il che contraddice il fatto che
m

1
y & un maggiorante. Supponiamo (per assurdo) che a¥ > x. Poiché @’ = / a”, segue
1

. -= . N 1, . .
che esiste un m tale che x < @’ = < a?, il che implica che y — — & un maggiorante di E,,
m

strettamente piu piccolo di y, contraddicendo il fatto che y € il piu piccolo dei maggioranti.
Dunque deve essere a¥ = Xx.

Es 2.56 (1)+(iv) sono verifiche immediate; ad esempio:

1
cosh” x — senh” x = Z(ez" e X 42— (P +e X -2))=1.
(v): senh x & somma di due funzioni strettamente crescenti, e* e (—e™), e quindi & stret-
tamente crescente.
Se x > 0ey > 0, allora cosh(x +y) = (cosh x)(cosh y + senh y tanh x) > cosh x cosh y >
cosh x.
(vi) Segue immediatamente dalle proprieta dell’esponenziale. Ad esempio,

1+e 2

. . . 1+t
lim cotanhx = lim — = lim —— = +co0.
x—0+ x—=0+1—e 2x  ys1-1-—Yy

.. e~ oL X
(vii): coshx = ?(1 + e~2¥) e quindi cosh x ~ % vicino a +oo0.

Es2.57 x=senhy < z>—2xz—1=0conz=e">0 = y=log(x+Vx2+1).
1<x=coshy < z2-2xz+1=0cony>0ez=¢">1 = y=log(x+Vx2-1).
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Es 2.58 Dalla Proposizione 2.73 segue che, dato x > 0, 'unica soluzione di x = coshy
cony < 0 ¢ datada —log(x + v x2 + 1) = log(x + Vx2 + 1)~! e la tesi segue osservando

che(x+\/x2—1)_1=x— x2—1.

Es 2.59 Dalla definizione di tanh y e dalla Proposizione 2.72 segue che | tanh y| < 1 per

ogniy € Reche lim tanhy = +1. Dunque, essendo y € R — tanhy continua, dal
y—+o00

Teorema dei valori i.ntermedi segue che im(tanh) = (—1,1). Ora, se |x| < 1, si ha che

1+x

1 1—x
X

T + P Arctanh x.

Notiamo anche che x € (—1,1) ~ (1 + x)/(1 — x) & una funzione strettamente crescente

e quindi anche y = Arctanh x e x = tanh y lo sono.

1
x = tanhy se e solo se e® = (14 x)/(1 — x) ossiase e solo se y = 3 log e dunque

1
la funzione inversadiy € R — tanhy édatadax € (-1,1) 5 log
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Capitolo 3

Es 3.1 (i): |log(1 + x)| = log(1 + x) se x > 0, e |log(1 + x)| = —log(1 + x) se x < 0.
Quindi
D_|log(1 + x)|‘x=0 =1, D, |log(1 + x)|‘x=0 =-1,
ossia, x = 0 € un punto angoloso per | log(1 + x)|.
(i): [x/3] = x1/3se x > 0,e |x'/3]| = —£1/3 se x < 0. Quindi

D_le/sltxzo =t ’ D+|x1/3|‘x:0 =T,

ossia, x = 0 & una cuspide per |x'/3].
(iii): Da (ii) segue che,

_D_|XI/3|}X=O =T, _D+|XI/3|1X=O = oo,

quindi, anche per —|x!/3|, x = 0 & una cuspide.

Es3.2 Se f epari, Ry(—h,0) = (f(=h) — f(0))/(=h) = (f(h) — £(0))/(=h) = =Ry (h, 0)
e quindi D, f(0) = —D_ f(0) ma essendo f derivabile D_f(0) = D, f(0), da cui segue
che Df(0) = 0.

Es 3.3 Ilimiti sono per x — 0:

!
( senh 2x — 2senh x) . 2cosh2x —2coshx . .
= lim , (forma indeterminata)

lim (x3) - T

!

(2 cosh 2x — 2 cosh x) i 4senh 2x — 2 cosh x
(3x2)’ 6x

!

lim , (forma indeterminata)

4senh2x —2cosh x
lim ( ) =

(6x)

Le prime due applicazioni della regola di Bernoulli-H6pital riproducono una forma in-

2
—Z2-1:
3 5

N 0

. 0 . . . (13 g b b 3
determinata o La giustificazione corretta, va dunque “letta al contrario”: l'ultima ugua-

glianza ¢ conseguenza della regola di Bernoulli-Hopital; ma allora anche la precedente
ne ¢ conseguenza e cosi anche la prima.

Es 3.4 I cambiamenti da fare nella dimostrazione del Lemma 3.26 sono i seguenti.

D A(x)—- = lim M = lim w
- h—0— h h—0+ —h
— lim A(x —h) — A(x) '
h—0+ h
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Quindi, al posto della (3.43), si ha
A(x —h)—A(x) = —(A(x—h)— A(x)) = —f(S)lc_h’x), (h>0). (%)

Dopo la (3.43), si deve porre x, = x —h e x; = x; a(h) e B(h), con h sempre positivo, sono
definiti nello stesso modo con l'inf e il sup calcolati su (x — h, x) anziché su (x, x + h). A
questo punto la dimostrazione si conclude nello stesso modo con il segno meno dovuto
alla formula ().

Es 3.5 Nelle seguenti formule n € Z.
Il seno & strettamente crescente sugli intervalli I? = [— g +27n, g +27n] e strettamente decrescente
sugli intervalli J§' :=' [~ + 27, 37" +27n|.
Il coseno ¢& strettamente decrescente sugli intervalli II' := [27m, T+ 27m] e strettamente crescente
sugli intervalli J? := [7 + 27n, 27 + 27n].
La tangente & sempre strettamente crescente (dove & definita), ossia & crescente sugli intervalli I, t’é =
[-Z+7n, % +nn].

2 2
La cotangente & sempre strettamente decrescente (dove ¢ definita), ossia & decrescente sugli inter-
valli I, := [zn, 7 + 7n].

Su ognuno di tali intervalli le funzioni trigonometriche sono invertibili con funzioni inverse diverse
ma che conservano le stesse monotonie. Definiamo i rami principali delle funzioni trigonometriche
le funzioni inverse ottenute invertendo le funzioni sugli intervalli con indice n = 0 e le denotia-
mo con la lettera maiuscola. Quindi i rami principali dell’arcoseno, I’arcocoseno, 'arcotangente e
l'arcocotangente sono definiti come segue:

y € [-1,1] » Arcseny € | — g, %] ¢ la funzione inversadi x € [ — %, %] — Sen x;

y € [-1,1] » Arccosy € [0, ] & la funzione inversa di x € [0, 7] + cos x;

y € (—c0,+00) = Arctany € (— %,% + ) &la funzione inversa di x € (— %, %) — tan x;
y € (=00, +00) > Arctany € ( — %,% + ) & la funzione inversa di x € (— %, %) — tan x;
Yy € (—o0,+0) — Arccotany € (0, 7) € la funzione inversa di x € (0, 7) — cotan x.

Tutti gli altri rami sono definiti tramite opportune traslazioni. Se poniamo, per ogni n € Z,
arcsen,(y) := 27n + Arcseny,

arccos,(y) := 27n + Arccosy,

arctan,(y) :== 7n + Arctany,

arccotan,(y) := n + Arccotany,

allora, arcsen,, : y € [—1,1] ~ arcsen,(y) € I{ &€ l'inversadi x € I — sen x, etc.

Es 3.6 Fissato (x,y) € S' sappiamo che 3! t € [0,27) tale che cost = x e sent = y.
Fissiamo a > 0, mostriamo che 3! s € [a, a +27) tale che cos s = x e sen s = y. Poniamo,

s:=t+27k.

k:[a—t]’

2

Allora, essendo coseno e seno periodiche di periodo 27, si ha che coss = x e sens = y;
inoltre per definizione di parte intera si vede subito che s € [a, a + 27). L'unicita di s in
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[a,a + 27) segue dall'unicita di ¢t € [0,27). Lo stesso vale, naturalmente, per ¢ € (0, 27]
es € (a,a+2x].

Es 3.7 (i): Siau(t) := t — sent, applicando il teorema del valor medio di Lagrange a u(t)
per t € [0, 77/2] segue che esiste s € (0, 7/2) tale che

t—sent=u(t)—u(@)=u'(s)-t =1 —coss)-t>0, per0<s<t<m/2,

e quindi sent < t per ogni t € (0,7/2).
Analogamente, se v(t) := tant — ¢, applicando il teorema del valor medio di Lagrange a
v(t) per t € (0, /2) segue che esiste s € (0, 7/2) tale che

1
tant —t = v(t) —v(0) = V'(s) - t = — >0, per0<s<t<mn/2,
cos? s

equindit < tant per ogni t € (0,7/2).

(ii)Pert > m/2,t > p/2 > 1 > sent e quindi, dal punto (i), segue che sent < t per ogni
t > 0. Pert < 0, il risultato deriva da quanto appena dimostrato:

| sent| = sen(—t) < —t = |t].

Es 3.8 Ilimiti seguono con i cambi di variabile y = Arcsen x e y = Arctan x (e dai limiti
notevoli noti).

Es3.9 (i)In(0,1] f & continua (essendo composizione e prodotto di funzioni continue);
inoltre, lim,_,q, f(x) = 0 e quindi f € C([0, 1]).

(ii) I punti critici di f sono dati da x;, = 1/y, con k € N, dove y; € (km, (k + %)n‘) sono
le infinite soluzioni positive dell’equazione tany = y.

(iii) max f = sen 1; min f = x; sen(1/xy).

Es 3.10 Se I & un intervallo non degenere contiene un intervallo limitato (a, b) che
possiamo mandare sull’intervallo (a,b) in modo biunivoco su (- /2,7 /2) tramite la

mappa
x—a

b-a
Tale intervallo € in corrispondenza biunivoca con R tramite la mappa ¢;(x) = tanx.
Quindi, se poniamo (x) = ¢;0¢y(x) su (a,b) e P(x) = x per x € I\(a,b), otteniamo

P
I=R.

$o(x)=a+m

Es 3.11 Le derivate delle funzioni a sinistra e destra di (3.71) coincidono e quindi, per
il Corollario 3.15, la loro differenza € una costante ¢, ma poiché tali funzioni hanno lo
stesso limite per x — +o0 segue che ¢ = 0 e quindi (3.71) & vera. Lo stesso ragionamento
porta alla (3.72).

Es3.12 Seh #0,
f(h)

T:hsen%—»O,
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se h — 0, quindi f/(0) = 0, ma, se x # 0, f'(x) = —cos(1/x) + 2x sen(1/x) che non ha
limite per x — 0.

Es3.13 g’(x)=1-2cos L yaxsenlese x, =1/Q2nn)ey, = 1/(m + 2wn), si ha che
X X

g,(xn) =-1, g,(yn) =3, Xp,Yn — 0.

Questo vuol dire che vicino a x,,, g € strettamente decrescente, mentre, vicino a y,, g &
strettamente crescente. Quindi, non esiste alcun intorno di 0 su cui g € monotona.

Es3.14 lim,_ . f/g =0, mentreil lim,_,, f'/g' = lim,_ . cosx che non esiste.

Es3.15 f(x) > x—1 — +oo per x — +oo; exp(senx) > e~ ! e quindi g — +oo per
X — +o00.

!
MG, = Qe senx cos X — 0, per x — +oo;
g'(x) X + (cosx) - (2 + senx)
ma
f(x) — e—senx
g(x)

che non ha limite (essendo una funzione periodica non costante).

L’ipotesi per l'applicazione della regola di Bernoulli-Hopital non soddisfatta in questo
esempio &: “g’ # 0vicino a a x, = +00”, essendo

gx) = esen(™) cos(x) - (x + (sen(x) + 2) cos(x)),

che si annulla nei punti % + 2km — +o0 per k — +oo0.
Es 3.16 (i) Consideriamo, ad esempio, il caso [xy, b): ragionando come nella dimostra-
zione della Proposizione 3.41-(i) si ha che f & strettamente crescente in un intorno di x,

e quindi x € un minimo locale stretto.
(ii) f(x) = 4/x ha un minimo stretto su [1,2] in 1 ma f"(1) = —1.

Es 3.17 La dimostrazione del Teorema 3.38 vale parola per parola sostituendo tutte le
disuguaglianze con disuguaglianze strette.

Es 3.18 Da (3.75) segue che, se x # y sono punti di I, allora

OO ro). sexsy, )
TOZID <oy, sex<y, ()

Siano ora x, > x; punti di I, allora

@ fO) = (1) _ fOa) = f(x) G
2

) < Xy — X Y —x < fl(x2),
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e quindi f’(x,) > f'(x1), ossia, f & crescente.

Es 3.19 NB: Dimostrare anche che: (3.76) <= Ry(x1, X;) < Rp(x, X;), per ogni x; < x <
X, puntidil.
(i) Poniamo y := f(x), y; := f(x1) €y, := f(x2) e R(:,-) :== Ry(:, -). La(3.76) € equivalente
a(sinotichex —x; >0ex, —x; > 0)
Y—h < Yo— N
X —Xq Xy — X1

= @-y)=x) 20—y —x1)
= VX + X1 +Y1X S Y X+ yx; +Y1X
(ii) R(x1,x) < R(x,, x) € equivalente a (si noti che x — x; > 0e x, —x > 0)
Y1—ysy2—y — y—ylsb—y
X1 —X Xy — X X — X1 Xyp — X
= Y-yl —x) <@ —y)(x—x1)
=YX+ X1 F X S Yox +yx; +Y1X;.
(iii) Infine, R(x1, x;) < R(x, x,) € equivalente a (si noti che x, —x; > 0ex, —x > 0)
)’1—}’2Sy—Y2 — J’2—y1s)’2—y
X1—X3 ~ X=X, Xy—X1 T Xp—X
= =y —x) < —y)(x —x7)
=YX+ X1 F X S Yyox +yx; +Yix;.

Le equivalenze sono provate.

Es 3.20 (i) Dall’Es 3.19 (e il suo svolgimento) segue che, per ogni x = X, interno all'in-
tervallo I, 1a funzione x € I\{x,} —» F(x) := R(x, x¢) € una funzione crescente. Dunque,
esistono i limiti laterali per x — xy+ € x — xy— di F che non sono altro che le derivate
sinistre e destre di f in xy e

D_f(xp) <D, f(xp), Vxq€l. (*)
(il) Vxo € I,

lim £0) - £xo)

lim R(x,xy)(x —x¢) = D_f(xg) -0

X—=>Xo—
= 0

D, f(xp)-0= lim R(x,xo)(x — X)) =
X—>Xo+

lim f(x) = f(xo).
x—>0+

ossia, lim,_,, f(x) = f(xo) e quindi f € continua su I

(iii) Dimostriamo prima che se f é derivabile in I (e vale la (3.76)), allora f é convessa,
ossia, f’ & crescente su I. Siano infatti x, < x; < x, < x5 puntiin I, dall’Es 3.19 (e il suo
svolgimento) segue che

R(xgp, x1) < R(x3,x1) = R(x1,X3) < R(x3,X3) = R(x3,X3) 5

Luigi Chierchia, Analisi su R. Guida ai principi dell'analisi matematica
©2025 McGraw-Hill Education Italy S.r.l. — ISBN 9788838624773



Soluzioni Esercizi 31

prendendo il limite per x, — x; € X3 — X», si ottiene
f'(x1) <Rz, x1) < f(x2), Vx; < Xp,(x; €1).

Dunque una funzione derivabile é convessa se e solo se soddisfa (3.76). Questo vuol dire che
la (3.76) é una generalizzazione della convessita per funzioni arbitrarie (che, d’altra parte,
come Visto, a posteriori sono continue nell’interno di I') e dunque la (3.76) é la definizione
di convessita per funzgioni arbitrarie su intervalli.

La (3.75) segue, infine, dal Teorema 3.38.

Es 3.21 (i) Dimostriamo prima che per ogni x; € (a, c) esiste m tale che
fG) = flx) + m(x —xp),  Vx €(a,c0). ()
Siano r,. le rette passanti per (b, f(b)) con coefficienti angolari D, f(b):
ro(x) = f(b) + my(x —b), my =D, f(b).
Poiché f & convessa in (a, b) e in (b, ¢) e continua in b da (3.75) (con x, — bF) segue che
fxX)>r_(x), Va<x<b, f(x)>r (x) Vb<x<ec. (%)
Osserviamo poi che, essendo m, > m_,
r_(x)>ry(x), VYx<b; r_(x)<ry(x), V¥x>b. (%)

Sia ora xy < b e dimostriamo (*) con m = D_f(x,) (che coincide con f'(x,) se x, < b).
Sia
ro(x) = f(xp) + m(x — xo) .

Poiché f ¢ convessa in (a, b) e continua in b, da (3.76), segue che
fx)=ry(x), Ve<x<b. )

In particolare, ro(b) < f(b) e m < m_ (poiché f’ & crescente in (a, b) ed esiste D_ f(b));
dunque:
ro(x) <r_(x), Vx>b.

Quindi, se x > x,,
) ()
fx) =2 ri(x) = r_(x) > ro(x).

Dunque, () & soddisfatta per ogni x € (a, b). Il ragionamento nel caso x, > b & del tutto
analogo.

(ii) Dimostriamo, ora, che (*) implica che f & convessa su (a,c). Siano x; < xy; < X,
punti in (a, ¢). Sostituendo x con x; in () si ha che

f(x1) = f(xg) 2 m(x; —x9) <= R(x1,Xp) <m.
e sostituendo x con x,, si ha

J(x2) = f(x0) 2 m(x, —xg) < R(x3,%) >m.
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Mettendo assieme le due relazioni si ha che R(x;, xp) < R(x,, Xp) che, per I'Es 3.20 (e il
suo svolgimento), implica che f & convessa su (a, c¢)

Es 3.22 Essendo f’ strettamente crescente, f/(x) = 0 ha al pitl una soluzione . Se
f(x1) = f(x,) = ccon x; < x,, dal teorema di Rolle segue che f ha un punto stazionario
X, interno a (x;, x,), ossia, f'(xy) = 0, x; < Xo < X,. Ma per quanto detto prima tale x,,
in tal caso, € unico e quindi non puo esistere un altro punto x5 # x;, x, tale che f(x3) = ¢
(altrimenti, ordinando le tre soluzioni di f(x) = ¢, x; < x, < X3 si avrebbero due punti
stazionari: uno in (x;, x,) € uno in (x,, x3)).

Es3.23 (i)
2 4
_ X X 6
coshx =1+ > +24+O(x),
2 4
\/1+x2=1+x7—%+0(x6),

sen x? = x? + O(x®),
2
(arctan x)? = x2 — §x4 +0(x%),
Quindi il limite cercato ¢ 1/4.
(ii)

x* x*
gx)=1-Q1- 5t 0(x*)) = 5t 0(x*);
2
Jix =x21+x+x2+0(x3) =x2+ x>+ x* + 0(x°);

1

7
(=1 =e** +1—2¢* =x2+x3+ﬁx4+0(x5).

5

Quindi f(x) = Zx* + 0(%) elimo f/g =

(iii) Per 0 < x < 1 si ha:
2 3
XX 4
XCoSYx =x— = +24+O(x),

3
10g(1+x)=x—§+x?+0(x4),

2 2
xcosh®x — x = x(1+ x7 +0(x) —x=x3+0(x%),
) ) xcosﬁ—log(1+x) 7
da cui segue che lim =

x—0+ xcosh®x — x 24
(iv) log(cos x) = log(1 — f) con f =1 — cos x, da cui,

2 x2 1
log(cos x) = —f — 5t o(f?) = -5 - Ex“ + 0(x®);
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2 4
1—e /2= x7 - % +0(x%);

tan(2x* + 3x>) ~ 2x* per x — 0. In conclusione il limite cercato & —5/48.

Es 3.24 0
cosx4:1—x7+0(x16), (1+y)3/2=1+§y+0(y2),
8
da cui, ponendo y = —% + O(x'9) si ottiene
4y3/2 _ 3.8 16
(cos x*)*/= = 1—Zx + O(x™®)
e quindi

Trg(x;0)=1- %xg
e F®(0) = _Zgg = —30240.

Es 3.25 Dal binomio di Newton segue che (1 + x2)!° = x2° + P(x) con P(x) polinomio
di grado 18 per cui
D?(1 + x*)1° = 20!
x10 x20 . 20! .
1+ =+ + 0(x3%), per cui D?°(cosh x°)(0) = = In conclusione,

fF90) = = - 20!

e cosh x°

Es 3.26 (i): Per n = 1, dalla formula di Leibniz, segue che (fg) = f'g+ fg’; pern = 2,
si ha

fOP =(f'g+fe) =f"g+ g +fe+fe =" +2f'¢ +g".
e la tesi segue verificando, per induzione, che

n

(fom=> (Z) fRgn=k) gy > 1, ()

k=0
" . 1 ) . . . .
(ii) : Poiché 0 = (? - f ) per ogni n > 1 da (i) segue, per induzione, che

n—1

1\(™ 1 ny 1,0
= =—= = f("_k) , Vn>1. (%)
=150
(iii) NB: Nel testo manca ovviamente Uipotesi che f sia derivabile n volte in x,.

Per n = 1, dalla regola della catena, segue che si ha (hof) = h'of - f’e da (i), per
induzione, segue che

n-1 " on-1 )
(hof)(") = (h,Of : f’) = Z ( k )(hlof) f("_k), Vn>1. ()

k=0
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Siano f e g due funzioni derivabili n > 2 volte in x,. Dimostrare: (i) fg & derivabile
n volte in x; (ii) se f(xg) # 0, allora 1/ f ¢ derivabile n volte in x; (iii) se h ¢ derivabile
n volte in yg = f(x,), allora ho f & derivabile n volte in x,.

Es 3.27 Per semplicita di notazione assumiamo x, = 0 (alla fine si potra sostituire, in
ogni enunciato, x con (x — X)) e tutti i limiti saranno per x — 0. Tutti i risultati seguono
dall’algebra dei limiti.

(i): Se f = o(x™) e 0 < m < n, allora,

lim xim = lim(}{—n - x"™M) = lim % ‘limx""M = 0.
(ii): lim /8 =lim i - lim £ _ 0. Per la seconda affermazione, si ha:
xn+m xn xm
. jaf +bg . f .18 . f 18| _
llm|T‘s|a|11m|ﬁ|+|b|hm'x—p'g|a|hm|ﬁ'+|b|hm‘x—m'—0.

(iii) segue immediatamente dalla definizione.

Es3.28 (i)
h
/ X dx = —f(cotanhx)’xdx = —Xx cotanh x +f cos xdx
senh® x senh x
1 .
= —xcotanhx + f dsinh x
senh x
= —xcotanhx + log|senh x|.
(ii)
1 1 , 2
dx = -— (cotanx)'dx = — | (1 + cotan” x) d cotan x
sen* x sen2 x
cotan® x
= —cotanx — —3

Es 3.29 Sia F tale che F/(x) = f(x) per |x| < a. Sia G(x) = F(—x), allora G'(x) =
—F'(—x) = —f(=x) = f(x). Quindi, F(x) = F(—x) + c e calcolando tale relazione in 0
si trova ¢ = 0 e dunque F ¢ pari.

Es 3.30 Sia F tale che F/(x) = f(x) per |x| < a. Sia G(x) := —F(—x), allora G'(x) =
F'(=x) = f(=x) = f(x). Quindi, F(x) = —F(—x) + b con b = 2F(0). Allora, F + ¢ con
¢ := —b/2 e dispari.
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Capitolo 4

Es 4.1 NB:siassuma anchecheInlJ = @.

Siano ¢ = supl e = infJ. Poiché I < J,a < 8. Sea = (3, ci sono due casi, o «
appartiene ad uno degli intervalli, ed in tal caso, I LI J & un intervallo e I’ = @, oppure,
a & I1UJ,nel qual caso, I’ = {a} e I LI’ LUJ & un intervallo.

Se a < B3, allora I’ sara I'intervallo di estremo sinistro « ed estremo destro j e tali estremi
apparterranno o meno a I’ a seconda se appartengono o meno a I o J (ad esempio, se
acleB gl I' =(a,pB], etc.).

Es 4.2 SeE € & esistono m intervalli disgiunti J, 1 < k < m, tali che E = Li;J.. Usando
il punto (i) dell’Es 2.11, possiamo facilmente ridurci al caso in cui che gli intervalli J
siano totalmente ordinati: J; < J, < --- < J,,. La tesi segue ora dall’Es 4.1.

Es4.3 Siaha
5 7
[-3,-2)u (1, V2]u UEni=a+i-3+0 = |1
i=1 =
con
L ={3}; ,=(=3,-2); 3=(-2,-1); I4=(-1,0); Is=(0,1);
Iy =,V21; I =(V2,2).
Dunque, si ha

ap=-2; ap==2; az=0; ag=0; as=0; ag=5; a;=0;
B1=0; By=—-1; B3=1; By=-1; Bs=1; Bg=—-1; p;=-1.

Es 4.4 Perognin > 2, siano I; i seguenti n intervalli:
1 i-1) i .
=(0.2): = = <i<
L (O’n)’ I; [ " ’n)’ V2<i<n.
Si noti che
n
Z X, = Xon - (%)
i=1

Si definiscano poi
n n

Pn = Zi_Tlxli, ¥n =Z%xli

i=1 i=1
Per ogni x € (0,1)siha ¢,(x) < x < ¢ (x)e

()1

n n
1 1
[ n —®n) = ZE}(“=E Z)(Il_=ﬁ—>0,pern—>+oo.
0,1) 0,1) i=1 0,1) i=1
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Dungque la funzione f(x) = x € Riemann integrabile su (0, 1). Ricordando (Es 1.28-(i))
che

Il
5
(=}
T e
S
|
=
’o\
M
S -~
Ka
I
g
™M
[
—
X
Il
3
N
1=

[ f
0,1)

Analogamente, se f(x) = x? e gli I; sono come sopra, definiamo

I
—_
|

n . n
(i—1)? i2
§0n=z X, ?anZEXIi
i=1

n? i=1
Per ogni x € (0,1)siha¢,(x) <x <P, (x)e
n . n
2i—1 2 () 2
[ Wn —pn) = ZTXHSZ Z}(Ii=ﬁ—>0,pern—>+oo.
0,1) 0,1) i=1 0,1) i=1

Dunque la funzione f(x) = x? ¢ Riemann integrabile su (0, 1). Ricordando (Es 1.28-(ii))
che

i 2 nn+1)2n+1)
i=1 6 ,

si ha che il valore dell’integrale di f su (0, 1) & dato da

n . n . n
. . i . i .1 .
[ f = lim Y, =lim Zﬁ;(”=hmzﬁ[ )(Ii=11m521
0,1) 0,1) 0,1) i=1 i=1 0,1) i=1
- lim 1 nn+1)2n+1) 1
h n3 6 T3

Es 4.5 Poiché {a,} ¢ limitata, esiste o« > 0 tale che —a < «; < a. Per ogni n > 1, siano

n
L +20Ci)(1i.
) =

‘n+1

1

‘n+l

n
o= —ax K, Pni= ax|
i=1

Allora, ¢, < f <Y, e

2a
Luwn—cpnh{ (o =90 = 2 0,

1
0,—
n+1
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e quindi f € ([0, 1]). Inoltre,
- 1
[ f—hm[ zpn—hm ; l(l+1) ; l-i—_l_f)'

Es 4.6 In ogni intervallo J C [0,1] con |J| > 0 esistono numeri razionali e numeri
irrazionali, e dunque, sup, Xo=1e inf; X, = 0. Da questo segu immediatamente che

() =1e77(f)=0

Es 4.7 Se due dei punti a, b o ¢ coincidono la (4.37) ¢ banalmene vera, dunque basta
considerare i casi in cui i punti sono diversi tra loro, ed in tal caso, vi sono sei casi:

c<a<b, a<c<b, a<b<c, ¢c<b<a, b<c<a, b<acxec.

Il primo caso ¢ svolto a pag. 150.

¢ b ey [P
[+ [ [
a (64 a
Sea < b <c, allora

l?+[3=[}—[3%9[3+[3—[3=[3.

Sec < b < a, allora

[s+[s=-[re[s[s-[se[s=-[s=]7

Seb < ¢ < a, allora

[f+[bf==—[af—[f(“i‘”—ff:[f.

Seb < a < c, allora

[7+[7=[3—[3%9[}-[?-[}=_[}ﬂ[3.

Es 4.8 Possiamo assumere che I = (a, b). Dalle ipotesi segue che esiste x, € I tale che
f(xg) = r > 0, per permanenza del segno, esiste un intorno U di x, tale che f > r/2
sull’intervallo J := I N U. Sia p(x) = g)(], allora, su (a,b),siha f > o(x) e

[ fz[ o=" >0
a,b) a,b) 2

Sea < c¢ < b, allora
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Es 4.9 Poiché 5 1

b a
/ f= P L bl f sipuo assumere che a < b. In tal caso si ha
a

(nf b= < [ = sup Po-a),

e, dunque,
1 b
—_— € |inf f, ,
5= | elint ]
e la la tesi segue dal teorema del valor medio per funzioni continue.

Es 410 Sia= inflIeb = supl. Allorag € R(I) se e solo se g € &((a, b)); e analo-
gamente sugli intervalli (a, x;) e (X, b). Ma su tali intervalli f, e f coincidono e la tesi
segue per additivita dell’integrale.

Es 4.11 La tesi segue immediatamente dal Teorema 4.24—(c).

Es4.12 (i) Perinduzionesun > 0. Pern =0

P, (x)
2 ()= "5 (), degPy=n~—1. ()
vale banalmente con P, = 1 (si ricordi che il grado di un polinomio identicamente co-
stante ¢ per definizione —1). Assumiamo che (x) valga per n > 0. Allora, per x > 0,

essendo ¢ = ¢,/x?, si ha

(n+1) _ (n) (i) Pn(x) _ P}/’l(x)x2 - 2nxPn(x) + Pn(x)
2y V() = Deg”(x) = D(~5 e0() = oD
_ Ppi(x) _
= D @o(x), degP,,1 =n+1.
Poiché (limite notevole)
lim o =0, Vm,
x—0+ XM
da (x) segue che
lim ¢(x)=0, VneN,.
x—0+

Banalmente, (essendo ¢, = 0 per x < 0,

lim ¢(x)=0, VneN,.
x—0—

Applicando (iterativamente) il Corollario 3.16 segue che ¢, € C*(R) e che gog")(O) =0
per ogni n.

(ii) ¢; € C*(R) essendo prodotto (e composizione) di funzioni C*®. Perx < 0ox > 1
(che é equivalente a (1 — x) < 0),; =0. Per0 < x < 1,cheequivalea: 0 <1 —x < 1,
sia go(x) che py(1 — x) sono strettamente positive e quindi ¢;(x) > 0 per x € (0, 1).
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(iii) Se x < 0, ¢ = 0che ¢ ovviamente C*®(—o0, 0]. Ss x > 0, dal teorema fondamentale del

calcolo segue che ¢’ = ¢y, € quindi essendo ¢; € C®, per il punto precedente, segue
che ¢ € C*®([0,+0). Inoltre, dal punto (i) segue che gogn) = F,¢, per una opportuna
funzione F,, € C*([0, +0)) e quindi goi”)

Se x > 1, essendo ¢;(x) = 0, si ha, per definizine di ¢, che

x 1
Q’(x):Co[ ‘;01:(30[ p1=1.

Per 0 < x < 1, come gia osservato ¢’(x) = cop;(x) che, per il punto precedente, & un
numero strettamente positivo.

(0) = Operognin,ilche mostrache p € C*(R).

(iv) Dato p > 1 definiamo
Do) =0(x) - plp+1—-x),  (p>1).

Si verifica immediatamente che ) € C®(R) e che gﬁp(x) =0sex <0o0x >p+1,

lﬁp(x) =1lsel<x Sp,echegﬁg(x)> 0se0 < x < l,ev,B/g(x)> Osep<x<p+1E
anche facile verificare che la (o, meglio, una) funzione cercata & data da

b—a
)

(v) Poiché 15 = 0 fuori da (a, b), s = 1su (a + §,b — §)ed € un numero compreso tra 0
e 1 negli intervalli (a,a + &) e (b — 8, b), si ha che

a+dé b
[U([a,b] - ¢6| = f IX[a,b] - 1/’5' + [ |X(a,a+5] - ¢6|
a -5
a+é b a+d b
| (1—¢5)+[ a-po< [ 1+[ 1
a -5 a =

= 28

Ps(x) = kﬁp(xf;a), con p:= —1.

Es 4.13 (i) L'integrale diverge: per n > 1, sia

In==[n7'[+%,l’l7l'+§7'[], f::cZ)(I
n>1 "

con ¢ = (arctan )/ \/5 Allora, per ogni x > 7,

|senx| arctanx > f(x) = [ fzf fz(m—1cn/2 > +.

(ii): Diverge in x = 1 (in +oo0 converge): vicino a 1, per confronto asintotico, essendo
x* —1 =e*198* _1 ~ xlog x, 'integrale si comporta come

[2 dx ~[2 dx _‘[10g2@NV[10g2g
x2log” x log” x t2 12
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e quest’ultimo integrale diverge.

Es 4.14 (i):
1/2 ©
[ |log x|* dx = [ (log H)*t~2dt < 400, Va.
Ora,
1 1 1/2
| log x|* dx ~ (1—x)°‘dx=[ t*dt < +c0,
/2 /2

se e solo se a > —1. In definitiva, I'integrale & convergente se e solo o > —1.

(ii): Per 0 < a < 5, I'integrando si comporta come ¢/x, con ¢ > 0 e I'integrale diverge;

per x > 5 l'integrando si comporta come 1/x*~* e I'integrale converge.

l'integrale converge se e solo se x > 5.

(iii):
Dy ! |xlog x|

— x ~ —
(sen x)* (sen x)*

1/2 Ix1o 1/2 )
2 x| N 1 _ logt
[ —(sen P dx = [ x " %|logx|dx = P dt,

che converge se e solo se 3 —a > 1, ossia, a < 2. Inoltre,

U xlogx| ' 12
[—dx~[ —dx_[ (1-%d1 < +oo
/2 (sen rx)* (1= x)=

se e solo se a < 2. Quindi I'integrale converge se e solo se o < 2.

@iv):

Ora,

[2<5 — Arctanx [
dx ~ —dx <+

\log(1 + x)

(per ogni «). Inoltre,

[00 (g - Arctanx)a e o (Arctan i)a e [ dx
y/log(1 + x) y/log(1 + x) x%/log x

se e solo se « > 1. In alternativa,

dx

0 (E — Arctan x)a Y (E — Arctan x)a
l ~2 7 dxw~ [ R ——
ylog(1 + x) y/logx
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e facendo il cambio di variable y = g — Arctan x e ponendo y, = % — Arctan2 si ha

a
oo (% — Arctan x) Yo y& 1
= " dx = dy
[ y/log x 4/log(1 + cotan y) sen?y
Yo yoc—2

dy < +o0

V|logyl
seesolosea > 1.

w): 3/2 3/2
I
! Hogxl 11« ! | log x| < +o00

(cos x)«

(per ogni a).

/2 I IOgXI 4 /2 1 J (r-3)/2 1 0
——dx =~ ——dx =
2 (cos x) /2 (cos x)« (sent)x

(-3)/2
! d

Q

se e solo se a < 1. In conclusione, I'integrale converge se e solose a < 1

(vi):

2 -1\« 2 a
cos x| senh x CcoS X
(I cos x| * i ~ f cosx|*
T/

dx _
2 arctan(x — 7 /2) ,arctan(x — 7 /2)

2 a
/‘ | sen(x — 7 /2)| dor

/2 arctan(x — 7 /2)

Q

2

f |x — /2] < 400,
/2

se e solo se a > 0.

+0o0 +oo
(| cos x| senh x~1)* | cos x|*
dx ~ ———dx <+
[ arctan(x — 7 /2) x“

se e solo se a > 1. In conclusione, I'integrale converge se e solo se o > 1.
Es 4.15 Sipuo prendere, ad esempio, I,, := [n,n+1/n]e f = Zn>1(—1)"n)(ln.

Es 4.16 Integrando per parti, si ha

(n+1)7 (D)
anz(_l)n[ senx _ 2n+1 tr,, T ::(_1)n+1/‘ COsX

1
2 2
. x n2+nw - x
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Ed essendo

(n+)7
Il < 11t
, x2 7mnn+1)

/4

21 .
segue che «,, ~ —5, pern — +00. Dunque, esiste N > 0 tale che a;,, > zi (essendo
n
2/7 > 1/2). Quindi, se n > N,

2nmw sen x n—1 1
= a
'[ﬂ 1 x 1 Z ntk > Z:2(n+k)

> z ~in
B 2(2n = 2(2n— 1) 22n
1
= 7 ()
7 senx
Ma questo implica che f | | = +o0, perché se I'integrale fosse finito, per (4.57),
niw
si avrebbe
im [ [0
n—-+oo

nmw

che contraddice la ().

Es 4.17 Consideriamo il caso del seno. Sia b > a, allora, integrando per parti, si trova:

b b
/f(x)senxdx [—f(x)cosx]z+ff’(x)cosxdx

b
(f(a)cosa—f(b)cosb)+f f'(x)cosxdx.

Dalle ipotesi segue che f’(x) < 0 e dunque

b b b
(x)cosxdx|$f |f’(x)||cosx|dx§f |f’(x)|dx:—f f'(x)dx = f(a)—f(b).

Quindi , prendendo il limite per b — +oo si vede che x — f/(x)cosx € Ri([a,+0)) e
che x - f(x)cosx € R([a,+0).
Il caso del coseno si tratta in maniera analoga.

X
Es 4.18 SiaG(x) = [ g(t)dt esia T > 01l periodo di g, allora

(4 50)

T
G(x+T)—-G(x) G(T)—-G(0) = [ gt)dt =0
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ossia, G ¢ periodica di periodo T.
T

Poniamo ¢j = % G(t)dt, allora Gy := G — ¢y € una primitivadi g e % Gy =0.

Se G; ¢ un’altra primitiva di g a media nulla, allora G; = Gg+cconc € R;ma0 =
T
% [ (G; — Gy) = cequindi G; = G e quindi vi & una sola primitiva di g a media nulla.

T
1
Assumiamo ora che la media di g, T g(t)dt = m # 0. Una qualunque primitiva G, di

g sara della forma G; = ¢ + G con G, come sopra. Allora, da (4.50), segue che, per ogni
neNnN,

nT
G(nT) = [ gt)ydt = nm.

Quindi G{(nT) = c+nme lim G;(nT) = sgn(m) oo, e questo implica che G; non puo
n—+oo

essere periodica (altrimenti sarebbe limitata).

Es 4.19 Sia G una primitiva di g. Allora, integrando per parti,

b b b
f g dx = f )G () dx =[G, - f F/(x)G(x) dx.

Per I’Es. 4.18, G ¢ periodica (e dunque limitata). Quindi, si puo ripetere 'argomento usato
nella soluzione dell’Es. 4.17.

Es 4.20 (i) Siano D, e D, dati da

Dy ={(x,y) e R*}|x € Ey, g1(x) <y < f1(x)},

D, ={(x,y) € R’|x € E;, g,(x) <y < fr(x)},
due domini normali con D; N D, # §J. Questo implica che l'intervallo E := E; N E, € non
vuoto. E immediato verificare che

Dy nD, ={(x,y) € R*| x € E, max{g;(x),g,(x)} <y < min{f,(x), f(x)}},
e quindi (essendo max{g;, g,} e min{f;, f,}) integrabili, D; N D, & un dominio normale.
(ii) Siano E; le basi dei D; e E; le basi dei D;.. SeE;n E; # @, chiamiamo E;; I'intervallo
E;n E; Nel seguente argomento consideriamo solo le coppie (i, j) per cui E; N E; # 0. Si

osservi che

D;j:==Dn{(x,y)| x € Ej;, y € R}
¢ un dominio normale e che si hanno le seguenti identita:
Di = Ule D; = UiDi D = UUDU

o o

dove tutte le unioni sono disgiunte. Dunque si ha

Z area(D;) = Z area(U;D;;) = Z Z area(D;;) = Z Z area(D;;)
i i [ J 1

— D) = ’
= ;area(UlD”) ;areaDj,
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che ¢ quanto dovevasi dimostrare.

Es 4.21 Siano

1 1 1

a = ———, Cp = ———————, b::—
KT okt T onk + /2 k

2wk’

e chiamiamo T il grafico di f su [ay, b ]. Chiaramente,

€Gp) =D tM), Vn. (%)
k=1

Su [ay, b], f > 0, e dalla definizione di lunghezza di arco di curva segue che
¢(Ty) = 2¢(oy),

dove oy denota il segmento di estremi (¢, f(cx)) € (bk, 0). A sua volta (per definizione di
lunghezza di un segmento), essendo f(cy) > 0,

1 1
> .
2tk + 2 (Ck+ Dz
2

(k) > t(o((ck, flex)s (k> 0))) = fle) = e sen(1/cy) = ¢ =

Dunque, da (x), segue che

n n

2 1 1
tGH>y —2 S is 1 oy,
(f)_kZ::l(zk+1)7r nk;kﬂ "

n
La somma Z
k=1

K r1 puo essere interpretata come un integrale. Infatti, se denotiamo con

21
P = kzl K+ 1 Xlejes) ?

si ha che

n+1 n 1
[ Pr = ()

Zk+1’
Ora, sull’intervallo [k, k + 1), si ha

1
x+1

’

1
= >
@i (x) 12

e, dunque, per (*x), si ha che, per ogni n,
1

n 1 n+1 n+ 1 n
- > - b
£k+1 [ qok—[ 1 - loe(3 1),

e, poiché per n — +oo, tale quantita tende a +oo, segue da (x) che €(Gy) = +co.
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Es4.22 La(4.84) segue immediatamente dalle proprieta elementari dei numeri comples-
si e (I'ultima relazione) dalla definizione di derivata di funzione da R in C e dalle derivate
di seno e coseno.

La (4.85) segue dalle definizioni date e dalle formula di addizione di seno e coseno.

La (4.86) segue per induzione su n: n = 1 € ovvia, da (4.86) segue la relazione con (n + 1)
al posto di n grazie alla (4.85).

Dimostriamo (4.88). Siaz = x + iy e w = u + iv. Allora,

. . . . . (4.85) .
eZeW =  eXHiYoUHL . oX oY pllpil — pXFUIYpiv V2 ex+uet(y+v)

ex+u+i(y+v) = pZtw

Es 4.23 NB: la specifica x # 0 va intesa mod 27, ossia x # 2nk, k € Z.

Per la formula per la somma geometrica (in C) con z # 1, si ha che

N
u . z—2zN
zB=

= 1—2z

. z#1. ()

Poiché e!* = 1 se e solo se x = 27k per qualche k € Z, escludendo tali valori, ponendo
z = e¥in (%), si ha

N ; ; A , X iN+x
einx 3 elx — el(N+1)x e 2 elx — et(N+1)x e — e( 2)
Z_ 1 —eix —i 1 —eix N -
k=1 e 2 e 2—e¢e2
X 1
x N+
@sa) 'z — X
= |—
X
2sen —
2

(- seng +sen (N + %)x) + i(cosg —cos (N + %)x)

pe
2sen —
2

Prendendo parte reale e immaginaria di tale relazione (e usando la formula di Eulero)
seguono le identita di Lagrange.

Es4.24 Lesoluzionidell'oscillatore armonico smorzato sono descritte al paragrafo § 4.6.3,
e, in particolare, dalle formule (4.97), (4.98) e (4.100) dove a := m > 0,b := u > 0,
c:=k>0,A:=u*—4mk,a =—u/2m.

Vanno distinti quattro casi: (a) attrito forte: u> > 4mk; (b) attrito debole: 0 < u> < 4mk;
(¢) attrito critico: u?> = 4mk; (d) senza attrito: u = 0

(a) attrito forte: le soluzioni sono date, al variare di A, B € R, da

_ —u =\ 12— 4mk

— Aphst At .
x(t) = Ae™+' + Bet-t, Ay >m

<0
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(b) attrito debole: le soluzioni sono date, al variare di A,B € R, da

. Jamk =2

_K _K
x(t) = Ae 2m' coswt + Be am' senowt, W =
2m
(¢) attrito critico: le soluzioni sono date, al variare di A,B € R, da

_K
x(t)= (A+Bt)e ',
(d) senza attrito: le soluzioni sono date, al variare di A,B € R, da

x(t) = Acoswt + Bsenwt, W = %
Se c’¢ attrito (u > 0) tutte le soluzioni tendono alla soluzione nulla x,(t) = 0, pero dina-
micamente il comportamento ¢ diverso: nel caso di attrito forte non ci sono oscillazioni:
la costante elastica non permette al punto di massa m di oscillare attorno all’origine; nel
caso di attrito debole ci sono invece infinite oscillazioni attorno all’origine, ma 'ampiezza
decade rapidamente (esponenzialmente) nel tempo; nel caso di attrito critico non ci sono
oscillazioni, ma per tempi piccoli, la soluzione si comportera linearmente come A + Ct;

infine nel caso senza attrito ci saranno infinite oscillazione di uguale ampiezza v/ A2 + B2
attorno all’origine.

Lequazione di un oscillatore armonico smorzato € dato da (4.90) con a = m > 0 (mas-
sa del punto materiale), b = p > 0 (costante di attrito) e k > 0 costante elastica della
molla che attira verso l'origine il punto materiale con forza proporzionale allo sposta-
mento dal punto di equilibrio. Descrivere tutti i moti di tale sistema e dire in quali casi
esiste una soluzione limite (ossia, a cui ogni soluzione tende per t — +o0).

. 1 . . .
Es 4.25 (i) p(t) := =2 sen wt € una soluzione di ¥ + x = sen wt.
)
o)

(ii) La soluzione del problema di Cauchy dato & x(t) = 2 cos wt — 1 sent + p(t).

— w2
. t N . e
Es4.26 (i) p(t) = —3 cost & una soluzione di X + x = sent.

(ii) La soluzione del problema di Cauchy dato & x(t) = % sent + 2cost + p(t).

Es 4.27 Nel caso dell’oscillatore armonico, si conserva 'energia

mp?(t) + kx?(t)

E(t) = 2 ’

p(t) = x(t),
e quindi il moto percorre, nel piano delle fasi {(x, p) € R?}, le curve di energia costante
2+ kx? 2(0) + kx*(0
PR gy REOFRIO),

Se E, = 0 (ossia x(0) = x(0) = 0) la soluzione ¢ il punto di equilibrio (stabile) (x, p) =
(0,0). Se E, > 0 il moto percorre le ellissi di semiassi a, b > 0, date da

mp? + kx? <§)2+<x 2 E; _E(2>

2 =E0, — E) =1C0na:=ﬁ’b;_ﬁ'
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Per capire come vengono percorse le ellissi nello spazio delle fasi durante i moti, con-
sideriamo una data ellissi di semiassi fissati e positivi. Se parametrizziamo il moto col
tempo e assumiamo che al momento iniziale ¢ = 0 la molla si trova a riposo nel punto di
elongazione massima, ossia, si trova nel punto (a, 0) dello spazio delle fasi, si ha che tale
soluzione ¢ data da x = a cos wt. Dunque per tale soluzione si ha

(x(®), y(®)) = (acoswt,—mxyw senwt) = (acos wt,—b cos wt)

il che, come si verificaimmediatamente (ad esempio, controllando gli istanti t = 0, 7 /2w,
7 /w, 37 /(2w)) implica che I’ellissi ¢ percorsa in senso orario.
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Capitolo 5

Es 5.1 Zak—Zak+an+Zak<Zak+b +Zak<2bk

k<n k>n k<n k>n
Es 5.2
xm X (5 3)
= xm1 ’"111mZ:x—hmz:x’”’”'k1
1—x 1—x n—>oo n—»oo
n+m-—1 0
= lim x) = xJ.
fm 2, %= 2

] m

n

1 1 w1 -
Es5.3 ZZD\/_ \/_ \/_ m+ﬁ_k2=:1ﬁ_\/_'

Es 5.4 (i) diverge: per il criterio di Cauchy

L .y
ﬁ(log n)?2 n?
come segue dal criterio radice, essendo:
2}’1/2 %
( 2 ) - V2> 1
n

oppure, essendo log n < n'/4, definitivamente si ha che, per m sufficientemente grande

= 1
nzm \n (logn)2 ng n-

o0

(ii) converge: per confronto asintotico

(s
1+n
Z arctan
/2
n=1

che converge per il criterio radice, essendo:

4

4

() = 1pa<r.

nVn )1/” ~o.

(iii) converge: per criterio radice, (
(logn)"
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Es 5.5 (i): La serie & a termini positivi. Per x = +1,

2
ZIOg(1+xn)zZl=+oo.

n*+n n
Per x| < 1,
log(1 + x**) x2n
— T x Y —— <+
P e DI

(criterio della radice). Per x > 1,

2
Zlog(1+x")zz 1 < +co

n*+n nx-1

seesolose x > 2. Per x < —1,

2
S 08X S - oo

n*+n

In definitiva la serie converge se e solo se x € (—1,1) U (2, +0).
(ii): Consideriamo separatamente le due serie. Per |x| > 1,

' senh x"

(e la serie non converge). Per |x| < 1,

Z | senh x™| Z ﬂ < 400

log+/n logn
(per il criterio della radice). Per x = 1 la serie diverge e per x = —1 converge condi-
zionatamente per Leibniz. Quindi la prima serie, converge assolutamente per |x| < 1,
converge condizionatamente per x = —1 e non converge altrimenti.

Passiamo alla seconda serie. Per |x| <1,

2

< +00.

ﬁ'zzl

X" + n? n3/2

Per |x| > 1,

I FU ) R

(per il criterio della radice). Quindi la seconda serie converge assolutamente per ogni x
e il comportamento della serie completa ¢ come quello della prima serie.

(iii): La serie € a termini non negativi e

x2n \1/n — sex>0

ERint
enx +1
x2 sex<0

lim (
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Dunque, osservando che per x > 0, x2e™* < 1, per il criterio della radice, si ha che la

serie converge se x > —1 e diverge se x < —1; per x = —1, i termini della serie non a zero.
In definitiva la serie converge se e solo se x < —1.
. S -, o L .
(iv) Poiché ), \(/1_) & convergente (per Leibniz) basta studiare il comportamento di
ogn

Z x2n + n2x B z x2n N Z n2x

enx 41 enx 41 enx 41

('uguaglianza vale in ogni caso perché i temini sono positivi). La prima serie ¢ quella di
(iii). La seconda converge (radice) se x > 0; se x = 0 diverge; se x < 0, per confronto
asintotico, si comporta come Y, n?* che converge se e solo se x < —1/2. In definitiva, la
serie completa converge su (—1, —1/2) U (0, +0) e diverge altrimenti.

(v): Se |x| <2,

e8]

Z |x|" zz |x|"
(x/2)?n +logn logn

n=2

che, per il criterio della radice, converge se |x| < 1 e non converge se |x| > 1.

Se x| > 2

i bt 3 4"
(x/2)>" +logn [x|m

n=2

che, per il criterio della radice, converge se |x| > 4 e non converge se |x| < 4. Quindi, la
serie converge assolutamente per {|x| < 1} U {|x| > 4} e non converge per 2 < |x| < 4.
Inoltre, se x = +2, x = +4 0 x = 1 la serie non converge mentre per x = —1 converge
condizionatamente per Leibniz (si noti che 2in + log n ¢ definitivamente crescente, come
¢ facile verificare). In definitiva, la serie converge assolutamente su {|x| < 1} U {|x| > 4}
e condizionatamente per x = —1, non converge altrimenti.

(vi): La serie converge per x > 1 e diverge altrimenti: per x < 0 i termini della serie non
xn

e L n
sono infinitesimi; per x > 0 la serie sdi comporta come Z — che converge perx > 1e
n

diverge per 0 < x < 1 (radice).

(vii): Sia a,(x) := (n!)zx"z. Se |x] > 1, |a,(x)] > n!> - +oo e quindi la serie Y a,(x)

1/n
)

non converge. Se |x| < 1, |a,(x)| < n?"|x|"* e poiché (n2”|x|”2 = n?|x|" = 0, peril

criterio della radice, D} a,(x) converge assolutamente.
— n
Sia b,(x) := (x—é . Innanzitutto bisogna escludere il valore x = —2 dove b, (x) non &
X

. . . . D -3

definita. La serie ) b,(x) & una serie geometrica di ragione y := x—+2 e dunque converge
X

se e solo se |y| < 1 ossia se e solo se x > 1/2.

In conclusione, la serie converge assolutamente in (1/2,1) (essendo somma di serie as-

solutamente convergenti), non converge in (—1,1/2] (essendo ), a,(x) convergente e

> b,(x) non convergente). La serie non ¢ infinitesima se |x| > 1 e x # —2: infatti

lan(x) = by ()| 2 la,()| = [by(x)] 2 nt? = y|" > +oco;

quindi la serie non converge per il criterio necessario di Cauchy. In definitiva, la serie
converge se e solo se x € (1/2,1) ove converge assolutamente.
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(viii): Sia

o = ( nx )n 1
" *nx2+17 log(log(5+n))’
1
Se x = 0, a, = 0 e la serie & identicamente nulla. Se x # 0, lim |a,|» = 1/|x|. Quindi,
per il criterio della radice, la serie converge assolutamente se |x| > 1 e non converge per
0<|x| <1.
Perx =1,
1
a, =1/(e,log(log(5+n))con e, :=(1+ z)"
e la serie diverge (ad esempio, per confronto con 1/n.
Sex = -1,
a, = (=1)"(e, log(log(5 + n))
e poiche (e, log(log(5 + n)) ¢ crescente (essendo crescenti sia e, che log(log(5 + n))),
1/e, log(log(5 + n)) ¢ decrescente e la serie converge per Leibnitz. In conclusione la serie

converge assolutamente su {|x| > 1} U {0}, converge condizionatamente in x = —1 e non
converge altrimenti.

Es 5.6 Siab, = (—1)/"/3l e B, come in (5.17): & facile vedere che B, & limitata e quindi
la serie converge per il criterio di Dirichlet.

Es 5.7 La prima affermazione ¢ ovvia e quanto alla seconda segue dal fatto che r,, :=
ap41/a, = 1sen ¢ pari, mentre r, = 1 se n & dispari.

b -1t
Es58 —= =1+(—)

— 1, quindi b, ~ a,, che equivale a a; ~ b,,.
ay n

Ma, }’ a, converge per Leibniz, mentre Z b, = Z o diverge (Proposizione 5.8-(ii) e
divergenza serie armonica).

n

Es 5.9 (i):Zak: Z ! ez;z2§=+oo.Quindi

k=1 j<(n+1)/2 2j-1 21
‘ 1
lim ) ae=lim ) ——=+o.
n—co ;= n—co j<(nr1)/2 2] -1

1 . .
— ea, =0sen # 2 per ogni k: questo significa che

n
Y=Y 5 < +oo

(serie geometrica di ragione 1/2).

(i) ay, =

1 1 1
Es 5.10 Arp—1 = m, ayy = ZE, Qopt1 = m Ora, Aoy < Aop1:

1 1

ar, < a - — < —
2n 2n+1 22n M+ 1
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(il che é vero, essendo 4" > 2n+1, per ogni n, come ¢ immediato verificare per induzione).
D’altra parte, a,,_; > ayy,:

1 1
1 =7———>———=4a > ayy .
2n—1 m—1 m+1 2n+1 2n

Quindi {a,} non & monotona.
Siano: b, := 1/n per n dispari e 0 per n pari; ¢, = —1/2" per n pari e 0 per n dispari.

Chiaramente, (—1)*"'a, = b, + ¢,, ma Y. b, diverge (Es 5.9-(i)), mentre Y c¢,, converge
(Es 5.9-(ii)). Quindi, Y.(—1)""'a, diverge (Proposizione 5.8-(ii)).

Es5.11 ) 2"ay = ) 2" (21)2 =, zin < +00. Ma
Naiz Y ap= Y +=+eo

n dispari n dispari

(per Es 5.9-(i)). Questo implica, in particolare, che {a,,} non € montona (altrimenti il crite-
rio di convergenza di Cauchy sarebbe falso). Ma, naturalmente, ¢ anche facile dimostrare
direttamente che {a,} non & monotona.

Es 5.12

1E
1 1 _(1+;) -1 € €
(ﬁ_(nﬂ)e)_ (n+1F  n(n+1F  nit

Dunque, per ogni € > 0, per il criterio di confronto asintotico,

Y 2 o)

Quest’ultima e una serie telescopica e, poiché ¢ > 0,

n

Z(l_;)=1_;_)1’

T \ke (k+ 1) (n+1)
segue che {(s) < +ocoses=1+¢> 1.

Es 5.13 (i) Da(5.6) segue che y,, € (0, 1] per ogni n.

1 logE, —1
n+1 n+1  n+l
essendo E, > e: dunque y,, ¢ strettamente decrescente. In particolare, y := limy,, esiste

1
Yn — VYns1 = log(n +1) —logn — =log(1+ﬁ)— >0
ed € non negativo. Inoltre, y < y, = % —log2=0,8....
(ii) Per n > 2, si ha la seguente rappresentazione telescopica di log n:

n—1

n-1
10gn=210g((k+1)—10gk):Zlog(1+%), (x)
k=1 k=1
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da cui segue

n—1

y—znzl rglog(1+1)—1+zl log(1+1)—1+r§1_logek
n — T = T ) = I - ) — - -_— .
=k & k?on Sk kooon ok
.. 1—loge :

Poiché, % > 0, e sappiamo che y,, — y (e 1/n — 0), segue che

> 1 —logey

=y

k=1

Dunque,

n
1—logey
> _ Vn,
LT

che,pern=1,day >1—-1log2>0,3.

Es 5.14 Sia D, = {0,1}, D?‘ = 2N P'insieme delle successioni a valori in D, e D, I'in-
sieme delle successioni non identicamente nulle {a,} con a, € D, e che non siano
definitivamente uguali a 1, ossia

D, :={a ={a,} €D)| Ja, #0eVkIn >k : a, <1}.

Ad ogni successione a € D?‘ associamo un numero reale ¢,(a) come segue:

[Se]
- - A
¢z:a={an}€2>'—><oz(a)=;12—keﬂ%- ()
o a
Chiamiamo ¢, la restrizione di ¢, a D,, 0ssia @, : a € D, —» x = Z —lli eR.
k=1

Ad ogni x € (0,1) associamo una successione

y i=2-x
a=z,b2(x)eD§dove: a, =yl e
Yn i=2-{yp1}, sen>2.

A questo punto, come nella dimostrazione della Proposizione 5.7, si vede che la funzione
@, € una funzione biunivoca da D, in (0, 1) e la sua funzione inversa ¢ la 1,.
Es 5.15 Dall’Es 5.14 segue che
?
D, = (0,1).

Sia D := 1)’2\1)2. D contiene la successione identicamente nulla, 0 := {a,}, a, = 0Vn, e
tutte le successioni di 0 e 1 con code infinite di 1, ossia,

D ={0}u UDn, D, = {a}l ap = 1Yk > n}.

n>1
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Ma D,, & un insieme finito: infatti, #D,, = 2"~ (perogni1 < k < n—1cisono due possibili
scelte di ;). Da questa osservazione, segue che D € numerabile (essendo unione nume-
rabile di insiemi finiti) e dunque dall’Osservazione 1.68 (essendo (0, 1) non numerabile)
segue che

D, 2 0,1).

Infine, poiché, chiaramente (0,1) = (n,n + 1) porognin € Z, e

R=Zu U(n,n+1)

neZ
segue che #R = #D).
Es5.16 S, =1,5,=0,S;=1,S, =0, etc., quindi (come & anche immediato verificare
per induzione) S,, = 1 se n ¢ dispari e S,, = 0 se n & pari. Se chiamiamo d,, il numero dei
numeri dispari minori o uguali a n, ossia,
d, = #{1 < k < n| k ¢ dispari}
si ha che

1 — 1 —
Mn=EkZ=:15k=EkZ=:ldk.

D’altra parte si verifica immediatamente (sempre per induzione) che

n+1
dVl:[ 2 ]’
e quindi
n+1 n+1 n+3
<d 1= .
<da,< D) + D)
Da questo segue che
1n+1 1n+3
— <M, < -
n 2 ~ " ""n 27

e prendendo il limite per n — oo in tale relazione si ha che M,, — 1/2.

Es5.17 SiaM =lima,. Se L = +00, allora {a,} non ¢& limitata, e @, = +oco per ogni n e
quindi M = 400

Assumiamo L € R. Poiché a, < a, per ogni n, prendendo il limite, segue che L < M.
Poiché a; — L, se e > 0, esiste n tale che a; < L + € per ogni k > n; prendendo l'estremo
superiore in tale relazione segue che a, < L + ¢ e prendendo il limite M < L + ¢. Per
larbitrarieta di e, segue che M < L. In conclusione L = M.

Es 518 Se«a, = a,lq/", allora o, = 1/2sen ¢ parie a, = 1/3 se n & dispari e quindi
{a,} non converge (teorema ponte). D’altra parte {o; | k > n} = {1/2,1/3} il cui estremo
superiore (massimo) e 1/2 e quindi lim o, = 1/2.

Es 5.19 NB: nel testo dell’esercizio, la specifica “0 < 6 < M ”va sostituita con “M < 6 < 1”.
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Se1 < 6 < M, dal Lemma 5.19-(i) (con a,, sostituito da |a,| e = 8 — M > 0) segue che
esiste N tale che

la,|'/" <6, Vn>N = |a,|<6", Vn>N,
e dunque,
> lal < 3 6= 1
el < Y 6k = ——.
n=N =N 1-0
Se M > 1, dal Lemma 5.19-(i), con a,, sostituito da |a,| e con a := (M + 1)/2, segue
che, per ogni N desiste n > N tale che |a,| > a". Possiamo, allora, definirere {n;}

iterativamente come segue: n, tale che |a, | > a™, e datia; < -+ < oy, scegliamo
ni > ny_; tale che |a,, | > a".

Es 5.20 Dimostriamo prima la (ii):

( a ) :: cx-(oc—l)---(cx—k):a-(oc—l)---(a—k+1))'a—k
k+1 (k+1)! k! k+1
- (“>.a_—’<,
k/ k+1

(i) Per induzione su k > 0. Per k = 0 & vera, essendo <g) := 1 per ogni a. Dal punto (i)
segue poi che

(k_+11) - (_kl) ' _kl +_ 1k = (=D (1) = (=1)k+.

—-1/2
Es 5.21 NB: la relazione corretta da dimostrare in (ii) é: ( k/ ) = (-Dka.
a 4(k + 1)
(i) =L = (k+1) —2k+2—>1, per n — +oo.

. (k+2)2k+1) 2k+1
(ii) Per definizione, si ha
-1/2
(VA =1=a.
Assumiamo ora la relazione vera per k e dimostriamola per k + 1. Dall’Es 5.20—(ii) con
a = —1/2, segue che

1
Iy .
—1/2y 172y 30k k+10
( ) ( k ) k+1 = (=D kg T Hert

k+1

Es 5.22 Poiché aj;/a; — 1 (Es 5.21-(i)), per 'Osservazione 5.21-(ii), il raggio di con-
vergenza delle serie di potenze in (g), (h), (i) ¢ 1. IL raggio di convergenza della serie di
potenze in (j) € 1 per la formula di Cauchy-Hadamard. Dimostriamo ora le uguaglianze.
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(g) Darcsenx = (1 — x2)~/2 e dunque dalla identita in (f) p. 197 e dall’Es 5.21 segue
che

Darcsenx = (1—x2)"1/2= kZ::O <_}{/2>(—x2)k = I;)(—l)k(_;{/z)x% = kz:;)ockxzk

o0 x2k+1
= D a =:D X).
,2) T ACY

Dunque arcsen x e f(x) differiscono per una costante ¢, ma poiché arcsen0 = 0 = f(0)
si ha f(x) = arcsen x per ogni |x| < 1.
(h) segue immediatamente da (g), essendo arccos x = g — arcsen Xx.

(i) si tratta come (g), essendo D arcsenh x = (1 + x2)~'/2 (naturalmente non ci sara il
(=D
(j) segue dall’espansione in serie di log(1 + x) (cfr (d) pag. 196.
Es 5.23 Dalla serie di Taylor del seno segue che
3045 2n—1 y2n+1

senx=x—((%—§)+---+<(2);_1)!—(2n+1)!)+--- ()

essendo I'uso delle parentesi lecito in quanto la serie & assolutamente convergente. Ora
se 0 < x?% < 20, & facile verificare che perognin > 1,

2n—1 2n+1

X 5 X
@en-1)! (@Cn+1)

e quindi tutte le coppie di termini in (x) sono strettamente positive. In particolare, si ha

3 2
X
(11—
senx < X 6( 20)
. . 1 1 1 79 1 1
perogn10<x< \/20 Sex—1/2,81hasen£<5—&% <5—5—048

Es 5.24 L’Osservazione 5.1 &€ valida parola per parola anche in C.

Es 5.25 Dimostrazione identica al caso reale poiché anche in C vale la disuguaglianza
triangolare (cfr. (1.82)).

Es 5.26 Segue dalla formula per la somma geometrica (che vale anche in C; cfr. Es 1.70)
e dal fatto che |z|" — 0 se e solo se |z| < 1 (come in R).

Es 5.27 Per la formula di Cauchy-Hadamard, si ha:
— ,on\1/n
()R = lim<m) = 0; quindi R = +co.

el T (P o
({i)R™ =lim (2 =2;quindiR = 1/2.
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(iii) R-! = lim1/"* = 1; quindi R = 1.

Es 5.28 (i) Poiché la formula del binomio di Newton vale anche in C, si puo usare la (3.8)
sostituendo x con z = x + iy (e hin R).

(ii)
DeX*¥ .= D(e*e?) := D(e* cosy + ie* sen y)

D(e* cosy) +iD(e*seny) = e*(cosy + iseny)
exeiy = ex+iy .

Es 5.29 NB:la convergenza ¢ per x # 2wk conk € Z.

N N
Dalle formule di Lagrange (4.111) segue che 2 sennxe Z cos nx sono limitateda 1/| sen 2x|
n=1 n=1

per ogni N e per ogni x # 27k, (k € Z). Dunque, la convergenza per x # 27k segue dal
criterio di convergenza di Abel-Dirichlet. La periodicita e ovvia.

Es5.30 Se f ¢ periodicae C'(R), allora, per n = 0, dal teorema fondamentale del calcolo
segue che

2
o= 3z [ 17600 = 571 = 32(@m - f0) =0

mentre, se n # 0, integrando per parti, si ottiene

(N .— 1 i ! —inxd — 1 —inx e : i —inxd —inf
=3z [ 17600 dx = e i [ peoetvidx = inf,.

Per p > 1, il risultato segue immediatamente per induzione (finita).
(ii) segue dal punto (i) e dalla Proposizione 5.38-(iv) (con £ al posto di f).

Es 5.31 NB: Assumere che f € C%(R) (il risultato vale anche per f € C* la la dimostra-
zione é piu difficile).

Poiché f € C%(R) e periodica, dall’Es 5.30 e dalla Proposizione 5.38-(i) (applicata a f”’
segue che

A c
< —, c=sup|f”]. *
[ fnl P RP|f | (*)

Dal Teorema 5.40 (essendo C', il rapporto incrementale di f & limitato su R) segue che,

per ognix,

fO)=Sy(x)= lim > fpe~. (%)

M_>+°°N<|n|<M

Sia € > 0 e sia N tale che, per ogni N > N,

- 1 ¢
Z — < 3¢’ ()
n=N+1 h ¢
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dove c ¢ la costane in (). Allora, per ogni M > N > N, si ha che

A ) c c & 1 Geex)
> fee™ < D Aful D T = —s =2 D s =
N<|n|<M N<|n|<M N<ri<m P12 5w 1l nan+1 7

e prendendo il limite per M — +oo i tale relazione si ottiene, per ogni N > N,

<eg.

@ =Syl € lim | Y fuen

—teo N<|n|<M

Il risultato segue ora dal punto (iii) della Proposizione 5.38.
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Capitolo 6

Es 6.1 “A aperto” segue da (77).

3 e un punto isolato di E, quindi E non ¢ aperto (vedi Esercizio 2.6).

1 &€ un punto isolato di E€, quindi E€ non ¢ aperto ossia E non € chiuso.

2 e 3 non sono punti interni di E ed A & aperto, quindi E = A.

2noneisolato: 2—-1/n - 2e2—-1/ne€ Apern > 2.

([0, 2]u{3})¢ = (=00, 0)U(2, 3)U(3, +o0) che & aperto (essendo unione di intervalli aperti).

Es 6.2 (1;): § € A per definizione e ovviamente R = R e A.
(1,): Siano A; aperti per ogni i € J e sia x € A = U;A;. Questo vuol dire che esiste j € J
tale che x € Aj=Aj CA, ossia, A € A.

(13): Siano A; € Aper1 <i<n, A=nNA;. Se A=, A€ A. Sia A # e x € A.Questo
vuol dire che x € A; per ogni 1 < i < n, ossia, per ogni i esiste §; > 0 tale che I; :=
(x —68;,x + &;) C A;. Sia 6 :== min{dy, ...,,}. Allorad > 0e (x — §,x + §) C A; per ogni
i,equindi(x — 8,x + ) C A, cioe, A € A.

Es 6.3 (i) ¢ vera per definizione di insieme aperto.

(ii) e (iii) seguono immediatamente dalle definizioni.

(iv) Se x € A esiste § > Otale che (x—8,x+6) C A;AC B implicache (x—6,x+9) C B,
ossia, x € B. Se C & un chiuso che contiene B contiene anche A e quindi ACB.

Es 6.4 Per 'Es 2.6, JE N E = @ e quindi JE C ()¢, il che implica che
JE\E = JEn (F)* = JE.
Dunque, dalla Proposizione 6.7—(ii), segue che

OE := E\E = (DE U JE)\E = (DE\E) U (JE\E) = (DE\E) U JE.

Es6.5 x € (f‘l(A))C = x¢f(A) < x¢Djoppurex €Dse f(x) g A =
x € f71(A%); (qui Dy := dominio di f).

Es 6.6 Supponiamo che f sia continuasu E e sia A € A un aperto di R tale che f~1(A) #
@ (altrimenti il risultato & banalmente vero con U = ). Sia x, € f~1(A) e sia y, := f(xg).
Poiché A & un insieme aperto esiste un intervallo aperto I.(yy) = (yg — &Yy + €) C A,
¢ > 0. Da (2.28) (con A sostituito da E) segue che I'insieme I,(x) N E C f~!(A). Se

definiamo
u=|J L&
xoE€f~1(A)

segue che U € Ae UNE C f~1(A). Daltra parte, ovviamente, f~1(A) C U N E poiché
U contiene E (banalmente, E C U {xo}).
x0€f1(A4)
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Viceversa, assumiamo che per ogni aperto A C R, esista U € A tale che f~1(4) = UNE.
Sia x, € E, siae > 0 e sia y, := f(xy). Essendo I.(y,) un aperto, esiste un aperto U tale
che f~}(I,(y9)) = E n U. Chiaramente, x, € f~(I.(yo)) C U e poiché U & aperto, esiste
8 > 0 tale che I5(xy) € U. Dunque, se x € E N Is(x) si ha che f(x) € I.()g), il che
significa che f € continua in x,.

Es 6.7 Siano,perj € N, {n(j)}le seguenti successioni: nl((j) i=2k—1perj<k,e nl({j) = 2k,
perperk > j+1.

o 0
Le sottosuccessioni (—1)"k  sono diverse tra loro e poiché (—1)" = 1 per ognik > j+1,

o .
(=1)"* — 1, perogni j.

Es 6.8 (i): Poiché la funzione parte frazionaria & periodica di periodo 1 e n? &€ un numero
naturale i valori possibili di a,, appartengono a {0,1/5,2/5,3/5,4/5}. Se n;, = 5k si ha
che a,, = {5k*} = 0 e quindi lima, = 0.

Semy =5k +2,a, = {5k? + 2k + g} =4/5e quindiman =4/5.

(ii): a, € una funzione (di n) di periodo 6, calcolando i primi 6 valori per 0 < n < 5sitrova
cheil massimodi talivalorie a; = 1/ (2\/5) eilminimoéa; = —1/ \/5; quindi prendendo
n, =1+ 6k e m, =3 + 6k sivede chelimsupa, = 1/(2\/5) eliminf a, = —1/\/5.

(iii): T termini della somma che definisce a,, sono pari se n ¢ pari e dispari se n & di-
spari, quindi a,, = 0 e a,,;; = 7/2, per cui limsupsena, = limsena,,,; = 1le
liminf sen a,, = limsena,, = 0.

(iv): Sia b,, = tanh ((—\/5)"2 ec, = sen n?” Si noti che n? & pari se e solo se n & pari.
La successione b, converge a 1 se e solo se ny ¢ definitivamente pari e converge a —1
se e solo se ny & definitivamente dispari. La successione ¢, ¢ periodica di periodo 6 e
assume i valori ¢; = \/3/2, cy = \/5/2, c3=0,¢4 = —\/3/2, cs5 = —\/5/2, ¢ = 0. Quindi,
limsupa, = \/5/2 = lima,, conng = 2+ 6k e liminfa, = —\/5/2 = lima,, con
mg =3+ 6k.

(v) La funzione n € N — {n/4} & periodica di periodo 4 e

D= {n/slnen}={0.1,1

)

~lw

dunque
3
“n?+1
4

0<g, < — -
“ " nn+1)

3
ot

L 3 1
Qu1nd1£{an}g[0,z]. Se ny, = 4k, ank=m—>0,semk=3+4k,
3.2
Z}’l +1 3
mk:——)—,
nn+1) 4

Quindi liminf a,, =0, limsupa, =
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(vi) I valori di {n/2} al variare di n € N sono 0 e 1/2; valori di {n/3} al variare din € N
sono 0,1/3 e2/3. Dunque a, € D :={0,1/2,1/3,2/3,5/6,7/6} e quindi Ly, ; C D.

Il minimo limite si ottiene facilmente con la sottosuccessione a,, con n; = 6k, essendo
a,, = 0 per ogni k.

Il massimo limite ¢ 7/6 che si ottiene con la sottusuccessione a,, con my; = 6k + 5,
essendo

my my 1 2 1 2 7
Uy :{7}+{T}:{3k+2+ §}+{2k+1+§}= 5+3=%
Es 6.9 {a,|n e N}={0, i\/E/Z, +1}. D’altra parte se
@ _ @ _7 @B, T
n, = 27k, n; -—4+27Tk, n' = 4+27Tk,
@ _ 7 &, _7
n, = 3 + 27k, n’ = -3 + 27k,
si ha che
lim sena 1y =0, lim sena @ = \/5/2, lim sena ) = —\/5/2,
—+00 n. k—+o0 n, k—+o0 o
lim sena @ =1, lim sena ) = —1.
k—>+00 e —+00 e

Es 6.10 Sia{a; } una qualunque successione convergente a L € sia

Allora, si ha che
1 1
bk=ajk(1+7)—3 - L
e Jk

e quindi si deve avere

1.

Maallora, £y, ; C D. Abbiamo visto (Esercizio 6.8—(v)) che 0,3/4 € Ly, yesemy = 1+4k
em =2 +k,sihachelima; =1/4elimay =1/2. Quindi Ly, ; = D.

E
N =
H~lw

LeD:={{n/4}|neN}={o,

Es 6.11 f ¢ una funzione continua di periodo 1, dunque a,,3 = a, per ogni n € N;
{ayln € N} ={1/4,5/36}. Quindi, lima, = 5/36 = lima;,3;;lima, = 1/4 = lim az.

Es 6.12 NB: la tesi da dimostrare é che M(an b,,) £ LM ma pud valere la disuguaglianza
stretta come mostra il seguente semplice esempio: a, = 2sen é parie 1/2 se n é dispari, e

b, = 1/2sen éparie2sen édispari: chiaramente a,b, = 1 (e quindi E(anbn) =1), ma
lima, =2 =1imb,)
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Sia a = E(anbn). Per ogni k > n, ayby < a,b, e dunque
sup{aibi| k > n} < a,b, .
Prendendo i limite per n che tende a +oo si ha che
a = lim(a,by) < (lima,) - (limb,,) = LM .
Per il limite inferiore si ragiona in modo del tutto analogo.

Es 6.13 Assumiamo L € R e sia ¢ > 0. Allora esiste m tale che,

dj+1 .
L-¢e<—<L+e¢, Vji>m. (%)
aj

Poiché (come é facile verificare per induzione su k)

k
a A+
mtk _ m+j , Vk>1,
am j=1 am+j—1
Da () segue che
a
L—gf <k < (L+ek, Vk>1,
am
o, equivalentemente,
a 1/k
L—e< () <L4e,  Vhk21. (%)
am
Poiché a,ln/ k 1, si ha che
a 1/k —,a 1/ —
lim ()7 = lima/*,  fm ()7 =Tima/".
N Ay - Ay

Dunque, da () segue che
L—Esli_mali/k smai/k <L+e.

Per l'arbitrarieta di € segue che lim ai/ ¥ =1im ali/ =L

Nel caso L = +o0, si dimostra in modo analogo che mai/ > li_mai/ “>MconM >0
arbitrario e nel caso L = —oo, si dimostra che lim < allc/ ¥ <lim sup a,i/ “<MconM <0
arbitrario.

Es 6.14 Sia a; un punto qualunque di E e si consideri E; := E\{a;}: tale insieme &
infinito; si scelga a, € E; e si definisca E, := E;\{a,}, ....

Es 6.15 (i): Datoe¢ > O0sia N € N tale che |a, — b,,| < €/2,Vn,m > N. Allora, se
n,m > N, siha

€ &
|an_am|=|an_bN+bN_am|Slan_bN|+|bN_am|<§+§=E-
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(ii): La riflessivita segue dall’Esercizio 6.15; la simmetria € ovvia e la transitivita segue
immediatamente dalla disuguaglianza triangolare.

Es 6.16 Siac > 0. Allora, esiste & tali che

F@=-fWI<5,  VxyeEcon|x—y|<3. (*)
Vogliamo dimostrare che

Ifx)—f) <e, Vx,yeEcon|x—y|<3§. (%)

Se x,y € E; (sx) vale per (x). Supponiamo che uno dei punti sia in E e l'altro in E: ad
esempio, x € Eey € E. Allora, esiste x,, € E tale che x,, — x. Sia N taleche |x,,—x| <
pern > N e quindi, se |[x —y| < 6,

€ P F . €
) =fOWI <5, V2N, = [f() - fO)I=lim|f(x,) - fO <5 <e.
Se x,y € E\E si ragiona allo stesso modo (3 x,,,y, € E t.c. X, = X, y,, — ¥, etc.)

Es 6.18 (i) Se f non ¢ limitata superiormente vicino a x,, allora @, = +oo ed esiste
X, — X, tale che lim f(x,) = +o00. Analogamente se f non ¢ limitata inferiormente.

Assumiamo ora f limitata vicino a x,. Siae > Oesiaa = man = lim a,,. Allora, esiste
N tale che . c
—§<C_ln—0l<§, Vn>N. (*)

Per definizione di a,, esiste x,, € U, tale che

a,—¢< f(x,) <a,, (%)
e quindi
) £ () (o) ) ¢
—£<an—oc—§<f(xn)—oc$an—oc<§<s, Vn>N,

ossia, lim f(x,) = a. Si noti che, per definizione di U,,, x,, — X,.
Per il limite inferiore si ragiona in modo analogo.

(i) Se L = Ly, esiste x, — X, tale che f(x,) — L. Poiché f(x,) < a, segue che
L< EHO f. Analogamente per il limite inferiore.

(iii) Se lim,_,, f = L, dal teorema ponte segue che per ogni x, € A con x, — X,
lim f(x,) = L e quindi £ = {L}.
Viveversa, dal punto (i) segue che

limfellf, limeLf,.
— X—Xq
X—Xo

Quindi se £ = {L}, si ha che

lim f:=lima = lim f:=lima, =L. )
x?xo N x-Xx
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Ora, sia x,, € A con x,, = X,. Sia € > 0. Per (), esiste m tale che
L—£<gm <au<L+ce.
Poiché x,, — x,, esiste N tale che x,, € U,,, per ogni n > N. Dunque,

(") ()
L—£<gm§f(xn)sam<L+£, Vn>N,

questo, per il teorema ponte, implica che lim f = L.
X=X

Es 6.19 Segue facilmente osservando che per ogni n 3 m tale che U,, C V,, e, viceversa,
che per ogni m 3 n tale che V,, C U,,,. Infatti, da questa osservazione segue che,

vn,Imtc. a, <a,,

Vm,3ntc. a, < a,,

e qundi i limiti (che esistono) di a, e a), devono coincidere. Analogamente per il limite
inferiore.

Es 6.20 (i) Poiché —1 <sen1/x <1 per ogni x # 0, si ha che

. 1 — 1
—1<limsen— <limsen— <1
= x>0 X

-1 -1
D’altra parte, se xj := (g +2km) ey = (271' + 2km) ,sihachesenl/x, = le
sen1/y, = —1 e quindi

-— 1 . 1
limsen— =1, limsen — = —1.
x—0 b9 — X

x—0

(ii) Poiché 0 < {x} < 1 per ogni x € R, si ha che

0 < lim{x} < E%{x} <1
S X—

x—0

D’altra parte, se x, := ke y, ==k — i,sihache{xk} =0efyt={1—- %} = 1—% —1le
quindi
lim {x} =0, lim {x}=1.
x:oo X—+0o0
(iii) L = R*. Infatti, se x; = %4— 2km, f(x) = x > +ooesey, = %n’ + 2k,
Jf(xx) = =y = —co. Quindi +o0 € L. Sia ora L € R. Dal grafico di x sen x segue che
esistono infinite soluzioni z; — +codixsenx = LequindiL € £, VL € R.

Es 6.21 In vista dell’Es 2.44 prendendo x,, = 27n — le Yn =27mn+ : segue che f non
n n
€ uniformemente continua.
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Es 6.22 Su (0,1] f & uniformemente continua se e solo se esiste il il limite per x — 0
ossia se e solose a > 0. Se a > 2 f ~ x*~! vicino a +oo e quindi non & uniformemente
continua (crescendo piu che linearmente). Se 0 < « < 2, f’ & limitata e dunque f &
lipschitziana in [1, +o0). In definitiva f & uniformemente continua su (0, +oo) se € solo
se a € (0,2].

oo

Es 6.23 La serie converge assolutamente per ogni x € R e infatti Z [27" sen(2"x)| <
- - n=0
Z 27" = 2. Datoe > 0,sia N € N tale che Z 27" < g/4. Questo implica che
n=0 n=N+1

00 N
‘ Z 27"sen(2"x)| < ¢/4. La funzione x € R » f(x) := Z 27" sen(2"x) & continua
n=N+1 n=0

su R e periodica di periodo (277). Quindi f ¢ uniformemente continua su R ed siste § > 0
tale che |f(x) — f(¥)] < €/4 per ogni x,y € R tali che |x —y| < §. Ne segue che, se
|x —y| < 8,siha

' Z 27"sen(2"x) — Z 27" sen(2”y)‘
n=0 n=0
<1fG)—fI+ ' > o sen(2"x)‘ + 1 > 27"sen(2"x)
n=N+1 n=N+1

[e9)
& £
<-+42 ) 2M< -4 -<e.

n=N+1 4 2

NS

Es 6.24 NB: nel punto (iii) ignorare la frase “Dimostrare che X =K"
(i) Se x € K :== nK,,, perogni n, x € K,, = UJE;’ e quindi esiste j tale che x € Ej“
sia x,, uno degli estremi di Ej" tale che x,, # x, allora, poiche |EJ’.‘| = 1/3" si ha che
|x —x,| <1/3" - 0, per n - +0o0, ossia, x € DK e dunque JK = .

(ii) Per induzione, segue immediatamente che ai"+1 —b!' > 1/3"perognil <i <2"-1
e dunque

n . n n
z; = bl. + Y <ai,

= z/¢K,(Vnx>1,1<i<2"-1). (%)

Ora, sia n tale che 1/3" <y — x. Allora, devono esistere i # jtalichex € E'ey € E?
Supponiamo i < j (altrimenti scambiamo x e y). Allora E' < E;“ e
L ®

1
n n — n n
x < b <b] +3n+1 =z < ai+1§aj

e l’asserto € vero con z = zl.”.
(iii) Consideriamo le famiglie di estremi sinistri e destri degli Ej'.‘, ossia, le famiglie

Kr={aln>20e1<j<2%,  Kp={fln>0e1<j<2"
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Pern=0,a(1)=0;pern=1,ai =0ea)=2/3;pern=2,

a2—0—9+9 a2—2—9+g az—%—g_i_g az—g_i_l
1777379 279 3"9” 37373 9 473 9°
Dimostriamo, in generale, che
n
€k
{Z * t.c. g € {0,2}}. (%)

Per n = 1en = 2lo abbiamo verificato sopra. Per induzione, assumiamo che X" sia dato

dalla (xx). Per definizione, gli estremi sinistri a;’“ o coincidono con uno dei “precedenti”
estremi sinistri aj oppure sono dati da aj +2/3"*1 il che equivale a dire che K"*! & dato

dalla formula (%) con n sostituito da n + 1.
Osserviamo, ora, che

() 2

n __ n .

bj_aj+ ~ E 3%’
k=n+

dunque la famiglia di estremi destri di E;T ¢ datada

o

{Z 3_k Z 3_2,{ t.c. g € {0, 2}}- (%)

k=n+1

. . _ n . . . .

Ora, ogni punto x € K, appartiene a K,, = U jEj per ogni n, ossia, per ogni n esiste un

unico j taleche x € E}“; dunque, esiste un unico a;? tale che |x— a;.ll < 1/3". Sene evince

che, per ogni x € K, esiste una unica successione j, tale che |x — a;’ | <1/3" per ogni
n

n. Ma per quanto visto sopra, questo equivale a dire che:

per ogni x € K, 3! successione {e;} con ¢, € {0, 2} e senza code infinite di 2 (che corrispon-
dono agli estremi destri di Ej" ) tale che

=
1]
Ms
Qe

()

=~
Il
—-

(iv) L'ultima affermazione in (iii) equivale a dire che K é in corrispondenza biunivoca con
& = {successioni {g;} con ¢, € {0,2} senza code infinite di 2}.

Ovviamente, #& = #2)’2 dove 1)’2 denota le successioni di 0 o 1 senza code infinite di 1;
ma tale insieme ha la cardinalita di R (cfr. Es 5.14 e Es 5.15) e quindi K = R.

Es 6.25 Essendo E limitato, Ee compatto.

Se f e uniformemente continua su E, esiste una unica estensione f continuasu E e, ovvia-
mente, f = f|g. Se f & continua su E, per il Teorema di Heine-Cantor & uniformemente

continua su E e, in particolare f == f|z & uniformemente continua su E.
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Es 6.26 f(x) = sen(1/x): se x, = (% +2mn)ley, = 2rn)"!sihachex,,y, = Oe
f(x,) =1e f(y,) = 0 e quindi non puo esistere alcuna estensione continua a [0, 1] (che
avrebbe limite per x — 0).

Es 6.27 La negazione di uniforme continuita (cfr. (2.30)) & la seguente
Je>0|V6>0,3Ix,y€Econ|x—y|<de|f(x)—f)|>c¢. (%)

Quindi se f non ¢ uniformemente continua, prendendo & = 1/n segue che esistono x,, e
¥, € E taliche |x,, — y,| <1/n — 0, tali che |f(x,) — f(yn)] = €.

Viceversa, se esistono ¢ > 0 e x,,,y,, € E taliche |x, —y,| » 0ma |f(x,) — f()| > ¢,
chiaramente f non puo soddisfare (2.30), poiché per n grandi si avrebbe |x, — y,| < ce
si avrebbe una contraddizione.

Es 6.28 Sia f € C(R) di periodo T > 0. Ovviamente, f ¢ anche periodica di periodo
2T. Per il Teorema di Heine-Cantor f ¢ uniformemente continua su [0,2T]. Siae > O e
sia0 < § < T tale che |f(x) — f(¥)] < € per ogni x,y € [0,2T] con |x — y| < &. Siano
ora x,y € R tali che |x — y| < &; possiamo supporre x < y. Essendo § < T, ci sono due
casi: esiste n € Z tale che x,y € [nT,(n + 1)T]; esiste n € Z taleche x < nT < y. In
entrambiix’ := x — nT ey’ := y — nT appartengono a [0,2T] e |x’ —)'| < §; quindi, per
la periodicita di f, |f(x) — fO)] = [f(x") = fFO)] <e.

Es6.29 SiaL = lim f(x) € R.Siage>0esiaa € E,a > 0taleche |f(x)—L| <e/4

X—=+00
per ogni x € E N[a,+o0). Si osservi chese x,y € Ee x,y > a allora

FG) = FOI S 1@ =L+ L= fO)l < 7 + % =¢/2.

Essendo F limitato inferiormente e chiuso, E N (—o0, a] € compatto e quindi f & unifor-
memente continua su E N (—oo, a], per cui esiste § > 0 tale che |f(x) — f(¥)| < /2 per
ogni x,y € EN(—o0,ale|x —y| < &. Siano x,y € E con x < y. Vi sono tre casi: (a)
y<a;b)x>a;(c)x <a <y Nelcaso (a), |f(x)— f(¥)| < €/2 < €. Nel caso (b),
0<a-x<y-x<§equindi |f()~fO)I < If) = f@I+|f(@-fWN <5 +3 =«
Nel caso (c), | f(x) — f(Y)| < €/2.

Es 6.30 Dalla definizione di asintoto segue che 3 a,b € R taliche g(x) := f(x)—ax — b
per x — +o0. Consideriamo prima il caso a = 0, ossia, il caso in cui esiste lim,_,, , f =
b eR.
Siae > 0esia M > 1 tale che

) -bl<z, VxxzM-1. ()

Per Heine-Cantor, f € uniformemene continua su [¢, M]. Quindi, 30 < § < 1 tale che

[f(x) = fy)] < % Vx € [c,M]con |[x—y|<§. (%)
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Dimostriamo che vale (2.30) con A := [c, +0). Siano dunque x,y € A con |x —y| < 4.
Se x,y € [c,M], (2.30) vale per (xx). Se x,y > M, allora, per (x) si ha

|f() = fO < 1f(x) = bl + | f(») — bl Ce.

Rimane il casoin cui x < M < y (o viceversa, scambiando x e y). Ma essendo d < 1siha
che
X=x—-y+y>-0+y>2-06+M>M-1,

e quindi x,y > M — 1 e si puo di nuovo usare la (x) per concludere, come sopra, che
1f() = f)l <e.

Se a # 0, per quanto dimostrato, la funzione g(x) := f(x)—ax ¢ uniformemente continue
su [¢,+o0) e quindi f(x) = g(x) + ax & uniformemente continua su [c, +o0) essendo la
somma di due funzioni uniformemente continue su [x, = o).

Es 6.31 Supponiamo, per assurdo, che g non sia continua su D. Allora, deve esistere
Yo € D N DD e una successione {y,} in D con lim y, = y, tale che x,, := g(y,) € K non
converge a X, := g(y,). Quindi esisterebbe ¢ > 0 tale che, per infiniti n, |x, — xg| > ¢, il
che implica che esiste una sottosuccessione Xp, tale che

|xnj — Xyl > €. ()

Poiché K € compatto, esisterebbe una ulteriore sottosuccessione x,,, := Xnj, convergente
adun x € K e, per (%), | X — x| > ¢ > 0. Ma poiché f ¢ continua, f(X) = lim f(x,, ) =
limy,, =limy, =y, = f(xp), il che contraddice I'iniettivita di f.

Es 6.32 Ovviamente @ € continua (su R) e p(x) > e™* > 0 per x > 0. Se x; := 27k,
o(x;) = e~ — 0, quindi inf; ¢ = 0. Se y := % + 27k, o(yx) = e Yk + Yy = 400
e quindi sup; ¢ = +oo. Infine, dal teorema dei valori intermedi per funzioni continue
segue che p(J) = (0, + ).

Es 6.33 (i) Poniamo I5 := I; e I := I, e osserviamo che ¢ sufficiente trovare, per

su
1 < k < 5, funzioni continue ¢, : I — I}, (ad esempio, fi, = id, f13 = @091,
fas = @2091004, f20 = Psopopz0¢,). Tali funzioni continue @), possono essere scelte
come segue:

0 se0<x<1/2
x
p1(x) = o )=, $3=9
2x—1 sel/2<x<1
3x se0<x<1/3
x
= =4 =3 2 1/3<x<2/3
PalX) = 7o ®s x+2 sel/3<x<2/
0 se2/3<x<1
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dove g ¢ la funzione definita nell’Es 6.32.

(ii) Se f & una funzione continua, f(I;) &€ un intervallo compatto (Osservazione 6.31—(ii))
e quindi, essendo gli intervalli I; per j > 0 non compatti f(Iy) # I}, per ogni f € C(Iy) e
per ogni j > 0.
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Capitolo 7

Es 7.1 Siano

M:=supf, m:=inff, oa:= sup |[f(x)— f(¥)|=sup{|f(x)— f(¥)|tc x,y € A}.
A A X,yEA

Vogliamo dimostrare che « = M — m. Se f non ¢ limitata su A il risultato & banalmente
vero (con la convenzione che in tal caso M — m = +o0. Assumiamo ora f limitata su A.
Allora, per ogni x,y € Asiha

m—MLfx)—fO)SM-m,Vx,yeA < |[f)—fO)I<M-m,Vx,yeA.
da cui segue che &« < M — m. D’altra parte, per ogni x,y € A,

F)=f < fx) - f)I < sup. )= f =a,
x,y€

dacuiM — f(y) < a,0anche f(y) > M — a, che implicam > M — «, ossia, M — m < a.
In conclusione, « = M — m.

Es 7.2 Perognin, K C K, e K, &€ unione disgiunta di 2" intervalli chiusi E]" = [a;‘, b;‘],
conl < j < 2", dilunghezza 1/3". Fissiamo ¢ > 0 e sia n tale che (2/3)" < ¢/2. Sia ora,

~ €
n= (a’.’ - ,b" + )
J 1<) J on+2’ 7j 2n+2
Allora
2n
n
ke c s,
j=1
ed, inoltre,
2" 2" 2"
| — n_ .n € _ l € g n €
JZ_IIEJ.I _jz-l(bf A+ 25 =25 3T = (5) +3 <=

Es 7.3 Un insieme aperto non vuoto contiene sempre un intervallo [a, b] con a < b. Sia
€ < b — a e siano, per assurdo, I; come nella Definizione 7.9. Siano I;, tutti gli intervalli
della famiglia {I;} che hanno intersezione non nulla con [a, b]. Chiaramente, {I; } forma
un ricoprimento aperto di [a, b] e quindi dal Teorema di Heine-Borel segue che esiste una
sottofamiglia finita che ricopre [a, b]: quindi esistono Jy, ..., J intervalli della famiglia {I;}

N N
taliche | |J; 2 [a,b] e Z |[J;] < e. MaE := U J; € un intervallo aperto e limitato che
i=1 i=1

contiene [a, b] la cui lunghezza non puo ecceaere la somma delle lunghezze degli J; e
quindi si avrebbe (b — a) < ¢ che & in contraddizione con la scelta di ¢.
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Es 7.4 Denotiamo con P, la famiglia di tutti i polinomi non costanti su C a coefficienti
in Z, e con J’Zn la famiglia dei polinomi di gradon > 1, P = ay + --- + a,2", z € C,

conax € Ze |ag| < n. Allora, #P, < 2n + )" < 0 e U,2" = P,. Quindi P, &

numerabile. Inoltre, per il teorema fondamentale dell’algebra, se P € ?Z", P(z)=0han
soluzioni (contate con molteplicita). Quindi i numeri algebrici sono numerabili.

Luigi Chierchia, Analisi su R. Guida ai principi dell'analisi matematica
©2025 McGraw-Hill Education Italy S.r.l. — ISBN 9788838624773





