Soluzioni degli esercizi

1 Esercizi del Capitolo 1: Nozioni preliminari

Esercizio1.1 ANB ={2,4,6}; AUC = {1,2,3,4,5,6,7}; B\C = {2,4,8}; C\B ={3,7};
AxC ={(1,3),(1,6),(1,7),(2,3),(2,6),(2,7), (4, 3), (4,6), (4,7), (5, 3), (5,6), (5,7), (6, 3),
(6,6),(6,7)}; (AuB)NC = {6}.

Esercizio1.2 ANB=1{1,3,5,7,9}, A\ B ={0,2,4,6,8}, N\ B ¢ I'insieme dei naturali
pari, N\ (AN B) = {0,2,4,6,8,10,11,12,13,14,...}

Esercizio 1.3 A x B = {(1,2);(1;4); (1;6); (5;2); (5;
(7:4): (T:6)}: Bx A = {(2,1); (4 1); (6:1); (2:5): (4:5); (

’

4); (5;6); (6,2); (65 4); (6
6;5); (2,6);(4;6); (656);

Esercizio1.5 12.

Esercizio 1.9 Se f ¢ bigettiva, basta prendere g1 = g2 = f ! per ottenere le funzioni cer-
cate. Se esistono g1,92 : B — Ataliche fogs = idp e g2 o f = ida, la prima ugua-
glianza implica che f ¢ surgettiva, la seconda che f ¢ iniettiva e quindi f & bigettiva. Inoltre
gr=idaogi =(g20f)ogi =gao(fog1)=gz0idp = go, il che prova che g1 = go.

Esercizio 1.10 Se a; € Ay, allora a1 € Ay U Az, quindi f(a1) € f(A1 U As); lo stesso
accade per ogni az € Az e quindi f(A1) U f(A2) C f(A1 U Az).Seb € f(A1 U Az), allora
esistea € Ay U Az taleche b = f(a);sea € Ay, allorab € f(A1),sea € Az, allorab € f(As2),
quindi b € f(A1) U f(A2), dacui f(A1 U A2) C f(A1) U f(A2), il che prova 1’uguaglianza.
Sea € Ay N Az alloraa € A—1ea € As, quindi f(a) € f(A1) e f( ) € f(Ag)
cui f(A1 N Az) C f(A1) N f(Az). Sia f : R — R data da f(z) = z° per ogni = € R
se Ay = (—00,0] e Ay = [0,+00) allora A; N Ay = {0} e f(A1 N A2) = {0}, mentre
f(A1) = f(A2) = [0,400) e quindi f(A1) N f(Az2) = [0, +00) # f(A1 N Az).

Esercizio 1.11  Dall’esercizio precedenmte sappiamo che f(A; N Az) C f(A41) N f(As2).
Preso b € f(A1) N f(A2), esistono a1 € A1, az € Az taliche b = f(a1) e b = f(a2). Essendo
f iniettiva, poiché f(a1) = f(a2) sihaai = as e quindi a1 € Ay N Az, percuib € f(A; N As),
il che prova che se f & iniettiva vale anche I'inclusione f(A1) N f(Az2) C f(A1 N Az) e quindi
I'uguaglianza f(A1 N Az) = f(A1) N f(As2)

Esercizio 1.12 Seb € f(A1) \ f(Az2), poiché b € f(A;) esiste a1 € A; tale che b = f(a1).
Inoltre a1 ¢ As, perché altrimenti si avrebbe b € f(Az); pertanto b = f(a1) cona; € Ay \ As.
Se A= DB =R, A = [-2,+00), A2 = (—00,—1], f(z) = 22 allora f(A1) = [0, +00),
f(A2) = [1,+00), f(A1) \ f(A2) = [0,1) e f(A1 \ A2) = [0, 400).

Esercizio 1.14 Datoa; € As,allora f(a1) € f(A1) e quindi per definizione a1 € f~*(f
Sia f : ]R — R datada f(z) = 2 per ogni z € R, preso A; = {2} abbiamo f(A;) =
AL C fTHf(A) = {-2:2}

Esercizio 1.15 Datoa; € f~*(B1), allora f(a1) € B1, quindi per definizione f(f~"(B1)) C Bi.
Sia f : R — R datada f(x) = x% per ogni « € R, preso B1 = {—1} abbiamo f~*(B1) = 0 e
0=f(f""(B1)) C Bu

Esercizio 1.16  Einiettivo se e solo se & surgettivo se e solose a = 0 e b # 0, indipendentemente
dai valori di c.

(A1)).
{4} e

Esercizio 1.17 Se f(z1) = f(x2) con z1 # x> allora

go f(x1) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = go f(x2)

e quindi g o f non sarebbe iniettiva. Se A = B = C = R, f(z) = €°, g(z) = 2® haiche fe go f
sono iniettive, mentre g non lo &.
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2 Soluzioni degli esercizi

Esercizio 1.18 Poiché go f & surgettiva, dato c € C esiste a € A tale che c=(gof)(a)=g(f(a));
basta quindi prendere b = f(a) per provare che g & surgettiva Consideriamo f : R — R data da
f(x) = 2*eg : R — [0,+00) data da g(x) = |x|; allora go f : R — [0, +c0) & data da
(go f)(z) = \m2| = 2 & surgettiva, cosi come g, mentre fnonloe.

Esercizio 1.19  Non sono iniettive b) ed e), in quanto in entrambi i casi f(1) = f(—1); le altre

tre sono iniettive.

Esercizio 1.20

(@) og(z) = 322°—6—2%+428, go f(z) = 3225 —1442° +2642* — 25223 + 13222 — 362+1;

g g

per entrambe il dominio ¢ R;

b))  fog(x) =12%—32° - 3z* + 1123 4 62 — 122 — 12, g o f(z) = 2% — 92> + 22; per
entrambe il dominio ¢ R;

() fog(x)=92% — 182" + 92% — 2, go f(z) = 32° — 182 + 332 — 18; per entrambe il
dominio ¢ R;

(d) f og(z) = %H.g0 f(x (%) = f o g(z); per entrambe il dominio & R \ {0};

(e) og(z) = m, go f(z)=— 3;2:'12; per entrambe il dominio & R;

6 fog( ) = w,gof(a:) = 2“”;jl;ildorniniodifogé]R, quellodigo feR\ {0};

@ fog(z)= @ go f(x) = 21 il dominio di f 0 g & (—00,0] U (1, +00), quello di
go f&[0,1)U(1,+0c0).

Esercizio 1.21

(a)  E falso perché se z = 2 si hache € N e P(2) & falsa perché 2 + 2 = 4 < 10.

(b)  E vero perché se 2 = 9 si hache x € Ne P(9) & vera perché 9 + 2 = 11 > 10.
(¢)  Adesempio A = {9;12;17}.
(d)  Adesempio B = {2;6;11}.

Esercizio 1.23  Tutti i bambini delle scuole materne non credono a Babbo Natale.
Esercizio 1.24 Domani piove e non dormo fino a tardi.

Esercizio 1.25 Per la prima affermazione ogni giorno della settimana devi controllare che Leo-
nardo non stia sveglio tutto il giorno, cio¢ devi trovare almeno un minuto in cui dorme. Per la
seconda devi controllare che ogni giorno della settimana ci sia almeno un minuto in cui Jacopo non
studia. Per I’ultima devi controllare se ¢’¢ almeno un giorno in cui Niccolo si sveglia presto ma non
ha fame prima di mezzogiorno: in caso affermativo la frase proposta ¢ falsa, altrimenti ¢ vera.

Esercizio 1.26  Sono vere b), ¢), f). Larispostaa 1. & b), larispostaa 2. & f).

Esercizio 1.30

(a)  E falso: basta considerare la funzione f : R — R data da f(z) = =2 per ogni z reale. Presi
21 =—2exe = 1sihazy < z2 mentre f(z1) = (72)2 =4<1=f(z1).

(b)  Lafunzione f : R — Rdatada f(x) = —x soddisfa la condizione richiesta, infatti z1 < x2
implica f(z1) = —z1 > —x2 = f(22).

Esercizio 1.33  Prima di tutto osserviamo che la restrizione della somma e del prodotto definiti

sui numeri reali a Q(\/g) mandano questo insieme in sé: infatti dati a, b, ¢, d € Q si ha che

(a+0V3) + (c+dv3) = (a+c) + (b+d)V3 € QV3),
(a+ b\/g)(c + d\/g) = (ac+ 3bd) + (ad + bd)\/g € Q(\/g)

La restrizione della somma e del prodotto a Q(+/3) sono associative e commutative e vale la pro-
prieta distributiva perché vale su R che contiene Q(+/3). Inoltre 0 = 04-04/3,1 = 14 0+/3 appar-
tengono a Q(v/3) svolgono il ruolo di elemento neutro della somma e del prodotto rispettivamente;
—a+ (—b)V3 € Q(+/3) & 'opposto di a + bv/3 € Q(+v/3) e I'inverso di a + bv/3 € Q(+v/3) \ {0}
¢datoda r5s + ﬁ\/ﬁ € Q(+/3) perché —a,, —b i © ﬁ sono numeri razionali
se a e b lo sono (e nel terzo e quarto caso a e b non sono entrambi nulli). L’insieme Q(+/3) & quin-

di dotato di opposto per ogni elemento e di inverso per ogni elemento non nullo ed ¢ pertanto un
campo.
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2 Esercizi del Capitolo 2: Vettori geometrici 3

2 Esercizi del Capitolo 2: Vettori geometrici

Esercizio 2.6 Poiché 7= 1-7-+0- J'si ha Fis(7) = ‘1

; analogamente 7= 0 -7+ 1 - 7implica

0
= 0
Fa(7) = ’1’
Esercizio 2.7 FB(O—D = ‘_51 ;FB(O—D;) = m

Esercizio 2.8 Grazie alle proprieta della somma e del prodotto per scalare abbiamo

OD, — OA+20B +30C = (71— 47) + 2(=27— J) + 3('+ 27)
— T AT 37— 47— 274+ 6] = (1 -4+ 3)T+ (-4 —2+46)]=0-74+0-7= 00.
Ragionando nello stesso modo
ODsy = OA — 20B +0C = (71— 47) — 2(—27— J) + (T + 27)
=T+ 4+7—-47+27+2)) =6U+0- =67
¢ un multiplo di 7.
Esercizio 2.9 Siccome
OD = 304 + OB + aOC = 3(7+ 77) + (37+ 57) + a(27— J) = (6 + 2a)7+ (26a)7,

tale vettore &€ un multiplo di 7'se e solo se 6 + 2a = 0, ovvero a = —3.
Esercizio 2.10 a = 20.

Esercizio2.11 SeOAe O? fossero proporzionali, dovrebbe esistere v € R tale che O@ =a0A,

ciog —21+7 = a(2v+37), il che implicaa = —1 e 3ac = 1, il che & chiaramente impossibile. Inol-
2 200 =1

tre 'uguaglianza 0C = 7 = 21 (204 37) + a2 (— 27+ 7) equivale al sistema { = ' T2z =1,
3x1+x2 =1,

la cui soluzione & 1 = 2, w2 = —3 e pertanto FB/((%) = ’—31/?8‘

Esercizio 2.12 Non sono proporzionali per a # —2. Per questi valori di a si ha

3
Fz,(0C) = |72
a+2
2 0 —1 4
Esercizio 213  Fy(OD; ) = F(OA)—Fs(OB)—2Fs(0C) = | 0 |—|2|-2|-1| = 0 |;
=3 (3 —1 —4

1
—
analogamente si trova Fg(OD; ) = |3|.
4

Esercizio 2.14 Una base di V}, deve contenere 3 vettori non complanari, basta quindi verificare
che i tre vettori assegnati non appartengono allo stesso piano. Se ne esistesse uno che li contiene
tutti e tre, dato che OA e OB sono non nulli, dovremmo poter scrivere OC' come somma di un
multiplo di di O—z>4 e @ , esisterebbero quindi z1, z2 € R tali che mlﬂ + sz? = O? , OVVero
21(T+ T— k) + 22(27+ 7— k) = —47 — 37, Questa uguaglianza equivale al sistema di equazioni
x1 + 220 = —4,
1+ 22 = —3, essendo tale sistema impossibile, i tre vettori assegnati sono una base di V3.
—x1 —x2 = 0;

Esercizio 2.15 (ﬁ = %ﬁ + %@, quindi O?’ appartiene al piano generato da O—1>4 e @

Esercizio 2.16 a = 4.
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4 Soluzioni degli esercizi

2
Esercizio 2.17  Le due rette si intersecano nel punto |4/, che si ottiene pert = 1 et = —2.
1
A—1=1-1,
Esercizio 2.18 Il sistema { 2t +1 =3 —¢, hale infinite soluzioni t' = 2 — 2¢, quindi le
4t —1=3-2t

rette sono coincidenti.

Esercizio 2.19 1l piano 7 ha equazione cartesiana z — y + z = 0; sostituendo le equazioni
parametriche della retta trovi ¢ — 2 — (3t — 1) + 2¢ + 1 = 0 che & un’identita, quindi la retta giace
nel piano.

Esercizio 2.21 1l piano 7 ha equazione cartesiana 3z — 3y + z = 0; sostituendo le coordinate
dei due punti ottieni nel primo caso 3-1—3-2+ 3 = 0 mentre nel secondo 31 —3(—2) + 3 # 0;
quindi il primo punto appartiene a 7, mentre il secondo no.

Esercizio 2.22 « = 15.

Esercizio 2.24 Laretta r, ha equazione cartesiana y + 1 = a(z —2) ovvero y = ax = 2a — 1,
pertanto O € r, se e solose a = — 3.

r=1-2t, 3
Esercizio 2.25 Laretta r haequazione parametrica ¢ y = e + 2¢t, quindi | —e
2 =2+ (V2+V3)t; -3
sta in r perché corrisponde al valore t = —1.
- . 1+3t=-1+1t, . ; .
Esercizio2.27 Ilsistemad . | +, ha soluzione t = —2,¢' = £ che corrisponde
2+t=1+2¢,

I

w

al punto

7
5
Esercizio 2.28 La prima retta ha equazione cartesiana y = 1, la seconda y = 2z — 2; il punto

di intersezione €

=l

Esercizio 2.30 Le equazioni parametriche della prima e della seconda retta sono rispettivamente

r=3—2t, r=t, 1
y =1, edy=t, I’intersezione ¢ il punto |1|.
z =4 — 3t; z=—3+4t; 1

Esercizio 2.31 Le rette 7 e s, si intersecano quando a # —1/3, e in tal caso il punto di
(6a—7)/(3a+1)

ntersezione € (5(1 + 7)/(3a+ 1) .

3 Esercizi del Capitolo 3: Leliminazione di Gauss

Esercizio3.5 x=5y=1,z2=2,21 =9,20 =3, 23 = —1.

Esercizio 3.6 x:—Z,y:4,z:1,w:3;m1:%,m:%,xgzll,:m:l.

Esercizio 3.8 Procediamo per induzione su n. Per n = 0 il membro sinistro diventa 1 4 ¢ e il
membro destro diventa (1 — ¢*)/(1 + q), per cui I’affermazione segue subito dal prodotto notevole
(14 a)(1 —a) = 1 — a* applicato con a = ¢. Supponiamo allora che I’affermazione sia vera per
n, cioe che si abbia

g1
(1+Q)(1+q2)---(1+q2n):%.
Allora
Mg+ A+ )= [1+aa+a) 1+ a+e¢™)
= M(l +q2”+1) _ ﬂ
1—¢ T
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3 Esercizi del Capitolo 3: Leliminazione di Gauss 5

dove abbiamo usato 1’ipotesi induttiva nella seconda eguaglianza, e lo stesso prodotto notevole di
. . n+41 . . N

prima applicato con a = ¢* nella terza uguaglianza. Dunque la nostra affermazione ¢ vera per

n = 0, e se & vera per n ¢ vera anche per n + 1; per il principio di induzione, la nostra affermazione

¢ vera per ogni n € N.

Esercizio 3.9 Per n = 1 si ha che % =

L 47 quindi il passo iniziale & verificato. Se
I’'uguaglianza ¢ vera per n, allora

L S SO S 1 __n 1
1- -3 3.4 n-(n+1) m+1)-(n+2) n+l(n+1) (n+2)
nn+2)+1  n°+2n+1  n+l  n+4l

n+1)-(n+2) (n+1)-n+2) n+2 (m+1)+1
che ¢ proprio I’'uguaglianza data per n + 1.

Esercizio3.10 z=1,y=2;21 =3, 22 =7;a0a=-3,8=4.

Esercizio 3.11 2z =0,y = 1, z = 2; non ammette soluzioni.

Esercizio3.12 z=t,y=3—t,z=2t— 1,21 =2, 220 =1, 23 = 4.

X1 —1
Esercizio 3.13 Il primo sistema ammette come unica soluzione |z2| = | O |. Il secondo si-
X3 2
T 0
stema ammette come unica soluzione |y| = |0]. Il terzo sistema ammette come unica soluzione
z 1
X1 4/5
x2| = |—1/2|.
T3 3/4

Esercizio 3.14 = =1,y =0, z = 3, w = 1; non ammette soluzioni.

X1 —1/18
- . . . . T2 1/18
Esercizio 3.15 1l primo sistema ammette come unica soluzione w5 = | —2/9 | 11 secon-
XTa 0
X1 4/5
do sistema ammette come unica soluzione |x2| = |—1/2|. Il terzo sistema ammette come unica
xrs3 3/4
T 1/3
. yl _|1/2
soluzione 2| = |1/6]
t 0
i _ 6 , _ _4 ,_ _108 4 _ 1., _ 13 . _ 11 _ _ _ 157 , _ 11.
Eser4:;|2|o3.1(511 T = g;1y = —151,2 =-—Pt=La=1,y=—13.2=—55.t = 13
— j— — 2 —
JJ—TO,y——E,Z——T,t—TO
Esercizio 3.17 z = k127+k1’ y = kl€2++11 ; per k = 1 non ammette soluzioni, perk = —1x; =te
mg:t+1,perk7éi1x1:%,xzz%;a:ka,B:kakJrl.
X1 1
Esercizio 3.18 1l primo sistema per k& # 0, 2 ha come unica soluzione |x2| = |0[; perk =0
X3 1
=1 s
il sistema ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche { x2 =0, per & = 2 il sistema
x3::t;
r1 =1 5
ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche { zo =1 —t, per kK = —2 il sistema ha
x3::t;
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6 Soluzioni degli esercizi

T, =2—1 5
una retta di soluzioni, di equazioni parametriche ¢ zo = 1 — ¢, Il secondo sistema per k # —%,
xr3 = t.
T 21/(3k+4)
1 ha come unica soluzione |y| = |—19/(6k + 8)|; per kK = —4/3 non ammette soluzioni; per
x 33/(3k +4)
r=3,
k = 1 ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche ¢ y =1 — %t , 1l terzo sistema per
z=t.

k # 1 non ammette soluzioni, mentre per & = 1 ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche
r=1-2t,

Y= 11—t ’
z=t.
1 5 2
x r+5— §1k k
Esercizio 3.19 Per k # 0, 1 il sistema ha come unica soluzione Z = 3_ 2 ; per
0Tk
w k+1
k = 0 il sistema non ammette soluzioni; per k = 1 il sistema ha una retta di soluzioni, di equazioni
_7_ 1
T=3 T §t1:
. Yy=—3 + 5t )
arametriche 2.2
P 2=2_3¢,
w=1t.
Esercizio 3.20 Sca = 4 oppure a = —% e b # 52 non ammette soluzione; se a = —1 ¢
56 . PP P 4 4 .

b # 1=, ci sono le infinite soluzioni = :275, Y= —5:5(34t —=31), 2= —5z (1Tt + T);sea # 4 e

5 . . N __ a“b+6a—16b+54 . 2ab+4a—8b+29 _ ab—4a—4b+13

a # —fral4 l'unica soluzione & x = P4 =>=n Yy = — SOPTAmESS p = Gl s,

Se a # 1 non ammette soluzioni; se @ = 1 ci sono le infinite soluzioni z = ¢,y = 1, 2 = 15

5
Se a+b— ¢ # 0 non ammette soluzioni, se ¢ = a+b ci sono le infinite soluzioni z = ¢,y = a—2t,
z=0b-—2t.
= 17
Esercizio 3.21 y =0,
kz=k.

Esercizio 3.22 La prima matrice & singolare, mentre la seconda non lo &.
Esercizio 3.23 Entrambe non singolari.
Esercizio 3.24 1 pivot della prima matrice valgono 1, —1, 5; quelli della seconda 2, %, —8.

Esercizio 3.25 1 pivot valgono 1, 3 e 9 senza alcuno scambio; 1, 3 e —9 scambiando seconda
e terza riga; 2, —% e 9 scambiando prima e seconda riga; 2, 2 e g scambiando inizialmente prima
e seconda riga e poi seconda e terza riga. Il valore assoluto del prodotto ¢ sempre uguagle a 27;
gli scambi di righe che danno come prodotto dei pivot I’opposto di quello ottenuto effettuando
un’eliminazione senza scambi di righe sono quelli in cui si scambia la prima riga con la seconda
oppure la seconda con la terza.

Esercizio 3.26 Calcolo dei pivot senza scambi di righe:

1 2 5 1 2 5 1 2 5
2 2 9/—10 -2 —-1|—|0 =2 -—1],
2 6 -3 0o 2 -13 0 0 -14
per cui i pivot sono p1 = 1, p2 = —2, p3 = —14, la loro somma ¢ p1 + p2 + p3 = —15 (e il loro

prodotto & p1p2ps = 28). Calcolo dei pivot scambiando la prima e la terza riga:

1 2 5 2 6 -3 2 6 -3 2 6 -3
2 2 9|—[2 2 9|—0 -4 12|—0 —4 12|,
2 6 -3 12 5 0 -1 13/2 0 0 7/2
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4 Esercizi del Capitolo 4: Spazi vettoriali 7

per cui i pivot sono ¢1 = 2, g2 = —4, g3 = 7/2, la loro somma & g1 + g2 + g3 = 3/2 (e il
loro prodotto € g1g2g3 = —28). In particolare, nei due casi la somma dei pivot ¢ completamente
diversa (mentre il prodotto dei pivot & lo stesso cambiato di segno, come previsto in quanto abbiamo
effettuato uno scambio di righe).

Esercizio 3.27 Nessunk € R;k=1ek =3.

Esercizio3.28 k= 1;k=0.

Esercizio3.29 k= -1;k=—3.

Esercizio 3.30 La prima matrice & singolare per k = 6. La seconda matrice & singolare per
k=0,—1++v5e—1—+5.

Esercizio 3.33 Scambiando la prima e la terza riga e facendo la riduzione a scala i pivot risul-
tano —1, 2, —1, quindi sono tutti non nulli per ogni valore di # € R. Se si sostituisce alla riga Ao
la combinazione lineare SA; — A; e allariga A la combinazione SAs + A1, per 5 = 0 la matrice
risulta avere seconda riga uguale a —A; e terza riga uguale ad A, quindi le righe A5 e A3 sono
“scomparse” e il sistema ottenuto non ¢ equivalente a quello iniziale, ma al sistema costituito dalla
sola equazione 3 = 0 in tre incognite, che ha come soluzioni tutte le terne (x1, z2, 0).

4 Esercizi del Capitolo 4: Spazi vettoriali

Esercizio 4.1 Poiché 0 + 0 = 0, dato v € V trovi (0 + 0)v = Ov. Applicando la proprieta 5,
ottieni Ov + Ov = Ov, sommando a entrambi i membri —0v ne segue Ov = O.

Esercizio 4.3 Se A = 0 dall’assioma (7) nella Definizione 4.2 segue che Av = O. Se v = O
sempre dagli assiomi si ottiene AO = A(O 4+ O) = A\O + AO da cui, usando I’assioma (3), segue
AO = O. Se viceversa \v = O e X # 0 allora

1 1 1
"uflﬂuf(Xv/\)-vfxw)\v)fX-OfO.

Esercizio 4.4 1l fatto che {O}, le rette per I’origine, i piani per I’origine ed R? siano sottospazi
vettoriali di R® segue immediatamente dal fatto che sono tutti sottoinsiemi non vuoti di R? chiusi
per la somma e per il prodotto per scalare. Viceversa, dato un sottospazio vettoriale U C R3,
allora dim U < dimR?® = 3: se U ha dimensione 0 allora non contiene alcun vettore linearmente
indipendente e quindi U = {0}; se dim U = 1 allora U = Span(u1) per un vettore non nullo di
R? e quindi U & una retta per 1’ origine, se diim U = 2 allora U = Span(u, u2) per una coppia di
vettori lineqirmente indipendenti di R® e quindi U & un piano per I’origine, infine se dim U = 3, hai
che U = R”.

Esercizio 4.5 IR,[t] non & vuoto in quanto contiene tutte le costanti che sono i polinomi di
grado 0. Poiché il grado della somma di due polinomi ¢ minore o uguale al massimo dei gradi dei
due addendi e il grado del prodotto di un polinomio per una costante non nulla ¢ uguale al grado
del polinomio stesso, trovi subito che Ry, [¢] & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalare e
quindi & un sottospazio vettoriale di R[¢].

Esercizio 4.6 La matrice nulla & diagonale (e anche triangolare superiore e inferiore), quindi
nessuno di questi sottoinsiemi dello spazio delle matrici quadrate ¢ vuoto. Le matrici diagonali
sono quelle per le quali gli elementi fuori dalla diagonale sono tutti nulli: poiché gli elementi della
somma di due matrici si ottengono sommando quelli che occupano lo stesso posto nei due addendi e
sommando due addendi nulli (o moltiplicando un numero reale per 0) si ottiene ancora 0, I’insieme
delle matrici diagonali & chiuso per la somma e per il prodotto per scalare. Lo stesso ragionamento
funziona per le matrici triangolari superiori (o inferiori) per le quali basta controllare cosa accade
per gli elementi sopra (o sotto) la diagonale principale.

Esercizio 4.7 Per il polinomio nullo e per quelli di grado 1 con termine noto nullo.
Esercizio 4.8 Seesolosec=0.

Esercizio4.9 X ={z¢ R?*|z; €N } & chiuso rispetto alla somma ma non rispetto al prodot-

to per scalari; Y = {x ER? |2y -2 = O} ¢ chiuso rispetto al prodotto per scalari ma non rispetto
alla somma.
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8 Soluzioni degli esercizi

Esercizio 4.15 1 vettori delle tre coppie non sono multipli I’'uno dell’altro e quindi si tratta in

tutti e tre i casi di vettori linearmente indipendenti. Poiché 0‘ = % — i e ? =— ? +2 1,1a
. o . 2 . 1 1,12
prima coppia di vettori genera R”; analogamente accade per la seconda in quanto ol =13/ T13
0 o1} 12 U b e e i e I (U I E A e |
e 1'—5 3‘—5 3 e per la terza poiché 0'——5 11— 32121l =2l 1|~ 2|21)
Esercizio 4.16 Le coordinate del primo vettore sono rispettivamente _5 , (1) s _12 ; quelle del
_8| |3 35 _1 0
3 2|. 3 1. B 3
secondo 4l % , _% ; quelle del terzo 91/ % o ; per 'ultimo 11k % , _1’.

Esercizio4.17 Da)ie; +A2(€1 +€2)—|—>\3(€1 +€3) =0 segue ()\1 -I—)\Q—I—Ag)el +A2ea+A3ze3=0,
dacui A\ + A2+ A3 = 0, A2 = 0, A3 = 0 che implica Ay = A2 = A3 = 0 e quindi i vettori

di By sono linearmente indipendenti; inoltre sono 3, che & la dimensione di R®, e quindi sono una

base di R®. I vettori di B2 non sono una base di R* perché sono linearmente dipendenti dato che

1~(€1+€2)+1~(€1+262+€3)—1'(2€1+3€2—|—€3):O.

—6
Esercizio 4.18 1
7

Esercizio 4.19 ¢ # £2.

Esercizio 4.20 Se ad — be # 0, le due uguaglianze
d ) o _ b
0 ad — bc

ad — be

b
d

_ c
ad — bc

a
ad — be

a
C

a
C

bl 10
dl |1
garantiscono che i due vettori sono generatori. Inoltre se uno di essi fosse multiplo dell’altro, si
verificherebbe facilmente che ad — bc = 0 il che da una contraddizione, quindi necessariamente i
due vettori sono anche linearmente indipendenti, per cui formano una base. Viceversa, supponi che
ad — bec = 0: se ¢ = d = 0 allora i due vettori dati sono linermente dipendenti perché entrambi
|1 a b 0
multipli di ‘0‘, B d 0
garantisce di nuovo che sono multipli I'uno dell’altro e quindi di nuovo non formano una base.

se invece almeno uno fra ¢ e d ¢ non nullo, ’'uguaglianza d =c

Esercizio4.21 Da )\1p1+)\2p2+)\3p3 =0 segue (/\1 +)\2)+(/\1 +2A2+)\3)t+()\27/\3)t2 =0,
dacui Ay + A2 =0, A1 +2X2 + A3 =0e A2 — A3 = 0 che implica Ay = A2 = A3 = 0 e quindi i
polinomi dati sono linearmente indipendenti; inoltre sono 3, che & la dimensione di R2[t], e quindi
3 4
formano una base di Rz [t]. Le coordinate di g1 rispetto ad essa sono |—1|, quelle di g2 sono |—1].
—2 —2

Esercizio 4.26 Dato che {v1,--- , v, } sono un insieme di generatori di V' da essi & possibile
estrarre una base: se {v1,--- , v, } non fossero linearmente indipendenti, la base ottenuta conter-
rebbe un numero di elementi strettamente minore di n, il che € in contrasto con il fatto che tutte le
basi di uno spazio vettoriale hanno lo stesso numero di elementi. Pertanto {v1, - - - , vy, } sono anche
linearmente indipendenti e quindi formano una base di V.

Esercizio 4.27 Se {w1,...,wp} fosse un sistema di generatori di V' potresti estrarre da esso
una base, che quindi conterrebbe meno di n vettori, contraddicendo il fatto che ogni base di V' deve
contenere n vettori, in quanto dim V' = n.

Esercizio 4.28 Indichiamo con n il numero di variabili: ciascuna equazione individua un sotto-
spazio vettoriale di R" di dimensione n — 1. Adesso basta notare che, per la formula di Grassmann,
aggiungere un’equazione puo lasciare invariata la dimensione del sottospazio oppure farla scendere
di 1; dato che le equazioni sono in unmero minore delle variabili otteniamo un sottospazio vetto-
riale di dimensione positiva che quindi contiene un elemento non nullo, ovvero una soluzione non
banale.

Esercizio 4.29 Se A ¢ un insieme di generatori di V, allora deve contenere una base, quindi
deve avere almeno n elementi e contiene n vettori linearmente indipendenti. Viceversa, se k > n e
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4 Esercizi del Capitolo 4: Spazi vettoriali 9

A contiene n vettori linearmente indipendenti, tale sottoinsieme di .A costituisce una base e quindi
in particolare un insieme di generatori; poiché contiene un insieme di generatori, anche .4 & un
insieme di generatori.

Esercizio 4.30 K = Span(1), quindi {1} & una base di K costituita da un elemento, per cui
dimK = 1.

Esercizio 4.31 Se R[t] avesse un numero finito di generatori, indicato con d il massimo dei
loro gradi, non sarebbe possibile scrivere %! come loro combinazione lineare perché il grado di
una combinazione lineare di polinomi ¢ minore o uguale al massimo dei gradi dei polinomi che vi
compaiono.

Esercizio 4.33 Prendendo le dimensioni dei sotto spazi Vo C V4 C --- C V,, si trova che
0<dimVp <dimV; < --- <V, < nepertanto, essendo le disuguaglianze strette, dim V; = j
per ogni j = 0,...,n e, in particolare Vo = {O} e V;, = V. Dato un sottospazio U C V,
sia vy, -+ ,v; una sua base che completiamo a una base v1,...,Vk, Vg1, ...,0n di V. Posto
Vo = {O} e V; = Span(vi,...,v;) perj = 1,...,nsi hache Vp,...,V, & una bandiera per la
quale Vi, = W.

Esercizio 4.35 Se U C W,alloraU UW = W e quindi ¢ un sottospazio vettoriale, lo stesso
accade se W C U. Viceversa, se U U W & un sottospazio vettoriale e U € W, siaug € U \ W.
Per ogni w € W, ug,w € U U W, quindi la chiusura per la somma di tale sottospazio implica che
uo +w € UUW. Se up + w € U, per differenza w € U; se invece uo + w € W, allora per
differenza ug € W, il che non e, pertanto w € U per ogni w € W e quindi W C U. Infine, se
U C W,sihache UUW = U ¢ un sottospazio contenente sia U sia W, quindi U + W deve essere
contenuto in esso perché ¢ il pitl piccolo sottospazio vettoriale di V' contenente U e W, pertanto
U+ W =UUW = U (e analogamente se W C U).

Esercizio 4.37 BUC ¢ sempre un insieme di generatori per U+W . Inoltre, essendo UNW = {O},
sihache BNC = @ e dim(U+W) = dim U+dim W, quindi la cardinalita di BUC coincide con la
dimensione di U 4 T, per cui ne & una base. Se V' = R*, U = Span(e1, e2), W = Span(er, e3),
B = {e1,e2}, C = {2e1,e3}, allora BUC = {e1,e2,2¢e1,e3} non & una base di U + W perché
non ¢ costituita da vettori linearmente indipendenti.

1 0
0 1
prendere Rv; dove v1 non ¢ un multiplo di vo.

1

Esercizio 4.38 Per esempio R _3

, RIS, R , € ce ne sono infiniti altri: basta

1
R s

Esercizio 4.39 Si vede facilmente che i vettori di "W hanno tutti prima componente uguale al
doppio della terza, quindi I’unico vettore di U che sta anche in W & O, pertanto U N W = {O}.
Inoltre dim U = 1 e dim W = 2, da cui dim(U @ W) = 3 e dunque U & W = R®.

Esercizio 4.40 Poiché dm(U®W) =dimU+dimW =dimV,sihaU®W = V e quindi
W ¢ un supplementare di U in V. Inoltre

dim(UNZ)=dimU +dimZ — dim(U + Z) = dimU + dim Z — dimV = 0,
quindi U N Z = {O} e pertanto anche Z & un supplementare di U in V.
Esercizio4.41 p=3,0=mp=2m0=%,p=4,0 = %;p:6\/§,0: Z7r;p:4,

h 2> 1
Esercizio 4.42 —1;1; -8 —% + 2i.

Esercizio 4.45 Le quattro radici quarte di 1 sono 1; —1; ¢; —i. Le due radici quadrate di
1 — 4iv/3sono 2 — /3ie —2 + /3i.

Esercizio 4.46 Poiché (1+4i)(1—1) ~1 = 4, le sue radici terze hanno tutte modulo 1 e argomento

T 5 3
6> Eﬂ'e §7T

Esercizio 4.47 Scrivendo z = |z|(cos 6 + i sin 0) I’equazione diventa
\z|4(cos(49) + isin(46)) = |z|(cos 0 — isin0) ,

da cui segue subito che |z| = 0 (e quindi z = 0) oppure |z| = 1. In quest’ultimo caso moltiplicando
entrambi i membri per cos € + 4 sin 6 otteniamo

cos(50) +isin(50) =1,

per cui z & una radice quinta dell’unita, ovvero z = cos(2kn /5)+isin(2kxr/5) conk = 0, 1,2, 3, 4.
Riassumendo, le soluzioni sono z = 0 e z = cos(2kn/5) + isin(2kw/5) con k =0, 1, 2, 3, 4.
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10 Soluzioni degli esercizi

el

w

R
N———

Esercizio 4.48 Se k41, I'unica soluzione & z=0; se k=1, le soluzioni sono z = p(

2= pi,z= p(—? - %);sek = —1, le soluzioni sono z = p(? + %),z = p(—? + %),
z = —pi, per ogni p > 0.
Esercizio 4.49  Le radici di pi (z) sono z = 4, 25 = —¥%2 — 1, 2, = ¥3 _ i Per il polinomio

p2(2) = 2° — i si ha che p1p2 & a coefficienti reali.

Esercizio 4.50 Posto z = x + iy e w = u + v, trovi allora ¢ = e"(cosz + isiny),
e¥ = e“(cosv + isinv). Grazie alle proprieta dell’esponenziale e alla formula per la somma di
seno e coseno, ottieni

e” e’ =e"(cosz +isiny)e”(cosv + isinv)

= e"t*(cosy cos v — sin ysin v + i(cos y sin v + sin y cos v))

=" *(cos(y +v) + isin(y +v)) = .
Inoltre '™ + 1 = e%(cosm +isinT) + 1 =1(—1+i-0) +1=0.
Esercizio4C.1 )\ = +1, \ = +i.

Esercizio 4C.2 p(z) = z° + z ha grado 5 e la sua unica radice reale & z = 0, ¢(z) = 2* + 1
ha grado 4 e non ha radici reali.

Esercizio 4C.3  Sostituendo r» = a/b in p(t) e moltiplicando per b™ ottieni
ana™ + an_1a""tb+ -+ agh™ = 0.

Ne segue che
aph” = —OL(anan_1 tan_1a" b4+ + albn_l)

e quindi a divide apb™; poiché a e b sono coprimi, allora lo sono anche a e b" e pertanto a divide
ao. In maniera analoga ottieni che b divide a,.

5 Esercizi del Capitolo 5: Applicazioni lineari

Esercizio 5.2

1 + T2 2(z1 +22) — (y1 + y2) 2r1 — Y1 2z2 + Y2 1 Z2
Ty +y2| = T1 + T2 = 1 + T =T \y1| +T|y2|;
0 0 0 0 0 0
Az 2 — Ay 2 —y T
T\ \y| = Az =)\ =z = AT |y| per ogni x1,y1,%2,Y2,%,y, A € R, quindi T &
0 0 0 0
2 4 1 1 R
lineare. S1 |0 = |0| # 251 |0| = |0/, quindi S1 non lineare; non lo ¢ neppure S> in quanto
0 0 0 0

Esercizio 5.3 k= -2

1+ Y1 T+ Y1 | |21 Y1 x1 Y1
Esercizio5.4 T = || |=T|:|+T|:|perognizy € R™;
Tn + Yn Tm + Ym| |[Tm Ym Tn Yn
1 0 -~ 0 0
o 1 0 -0
A= . € Mo (R).
0 0 0
0o -+ 0 1 0
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5 Esercizi del Capitolo 5: Applicazioni lineari 11

Esercizio 5.6

tr(aA + BB) = (a1 + Bbi1) + - - - + (@ann + Bbun)
=alair + -+ ann) + B(b11 + -+ + bpn) = atr(A) + S tr(B)

perognia, f € R,e A, B € My »(R).

Esercizio 5.8 Indicatacon {e,...,en} labase canonicadi R™, ponia; =T(e;) perj=1,...,n.
Allora pq(ej) =0-a1+---+1-a; +0-aj41+---=a; =T(ej)perj =1,...,n, quindi le
applicazioni lineari T" e ¢, assumono lo stesso valore su una base di R™ e quindi coincidono.

Esercizio 5.9 Considera le applicazioni S1, Sz : My »(R) — M, »(R) date rispettivamente
daLi(A) = A— AT, Ly(A) = A+ A7 grazie all’Esempio 5.10 , sia L1 sia Lo sono applicazioni
lineari. Poiché Ker L1 = S,,(R) e Ker Ly = AS,, (R) i due sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali
di My.n(R). Infine dim S, (R) = “2t e dim AS, (R) = 21,

Esercizio 5.10 Data A € M, »,(R) poniamo A; = (A+ AT)/2e Ay = (A— AT)/2. Poiché
la trasposizione & un’operazione lineare e (A”7)T = A per ogni A € M,, ,,(R), ottieni subito che
A; € Sn(R) e Az € AS,(R), quindi S, (R) + AS,(R) = M, »(R). Se A € S, (R) N AS»(R)
allora A = AT = —Ae quindi A = 0, per cui S, (R) N AS,(R) = {O} e hai finito.

Esercizio 5.11 (a) Dato che Ow € Wi e T(Ov) = Ow, allora Oy € T~ * (W) che quin-
di non & vuoto. Se poi vi,v2 € T7H(Wi) e A1, A2 € R, allora T(v1),T(v2) € Wi e quindi
T(A1v1 4 A2v2) = MT(v1) + A2T'(v2) € Wi perché Wi & un sottospazio vettoriale di W, per-
tanto 7' (W1 & chiuso per combinazioni lineari di due vettori ed & quindi un sottospazio vettoriale
di V. (b) Dato che V; non & vuoto, neppure 7'(V1) lo &. Inoltre, se w1, w2 € T(V1) e A1, A2 € R,
allora esistono v1, vz € Vi tali che T'(v;) = w; per j = 1, 2; essendo V1 un sotttospazio vettoriale
di V, trovi che A1v1 + A2z € V4. Inoltre T'(A\1v1 4+ A2v2) = M T (v1) + AT (v2) = AMwi +Aawa
e quest’ultimo vettore risulta pertanto appartenere a 7'(V1), come richiesto.

Esercizio 5.12 Sewy,...,v; € V sono linearmente dipendenti, allora esistono A1, ..., A\ € R
non tutti nulli tali che Ajv1+- - -+Axvr = Oy ; calcolando 7" su ambo i membri e utilizzando il fatto
che ¢ lineare, si trova che A1 T'(v1) +- - -+ AT (vi) = Ow e quindi anche T'(vy), ..., T(vi) € W
sono linearmente dipendenti. L’altra affermazione ¢ semplicemente la contronominale di quella
appena dimostrata.

Esercizio 5.13 SeT'(v1), ..., T (vk) fossero linearmente dipendenti, troveremmo Ay, ..., Ay €R
non tutti nulli tali che )\1T(’U1) —+ -+ )\kT(Uk) = Oyw, da cui T(A1’U1 —+ -4 )\k’l)k) = Ow.
Poiché i vettori v1, . .., v € V sono linearmente indipendenti A1v1 + - - - + A v # Oy, avriemmo

quindi trovato un vettore non nullo di V' la cui immagine per I’applicazione 7' coincide con quella
di Oy, il che contraddice I’iniettivita di 7.

Esercizio 5.14 T :R? — R? applicazione identicamente nulla, v1 = e, va2 = ea.

Esercizio 518 k=1;Ker7T: =R ‘_11’
10 -1 !
Esercizio5.19 T'(x)=La(x)perA = ‘0 1 _o|-quindi T"&lineare. Ker T'=Span | |2| |,
1
ImT = R”.
1 1
Esercizio 520 A = |1 —1|. Se T(x) = O, in particolare si deve avere x1 + 22 = 0 e
1 -2
x1 — a2 = 0,dacui 1 = x2 = 0 e quindi 7" ¢ iniettiva.
1 1 1
Esercizio 521 A =10 5 1|.x € KerT se e solo se Ax = 0; siccome A ¢& triangolare
0 0 3

superiore con 3 pivot non nulli, Ker 7" = {O} e pertanto 7" & iniettiva.
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12 Soluzioni degli esercizi

Esercizio 5.22 Siha

7

a b

Aa+pe Ao+ uf
c d‘JrM

© =T

g h|) T |Ac+pg Ad+ph
= Aa+pe —2(Ab+ pf) + Ae+ pg — (Ad + ph)
=ANa—2b+c—d)+pule—2f+g—h)

. a b e f
7>\~T’c d‘+u~Tg h

I

per cui 7" & lineare. Siccome Im7" C R e Im 7T # {0} abbiamo rg 7" = 1. Dal teorema del rango

seguechedimKerT:dimMg,z(R)—rgT:4—1:3.Lematrici|1 L I P .

0 11 o]0 O
appartengono a Ker 7" perché rispettivamente 1 —2-04+0—-1=0,-14+2-04+1—-0=0e¢
2—2-140—0 = 0. Imponendo che la loro combinazione lineare con coefficienti v, /3, 7y sia nulla
ottieniav — B+ 2v = 0,7 = 0, 8 = 0, « = 0, quindi sono linearmente indipendenti; essendo 3
sono in numero uguale alla dimensione di Ker 7" e pertanto ne costituiscono una base.

(o0 = a4 18] = a1 + 5700

Esercizio 523 T(p+q) =

(p+4)(0) p(0) q(0)
KerT = Span (t2 — t).
Esercizio 5.24
Tr1 — I3 1 — I3
1)  Dueesempisono 71 (z) = | x2 |,eT>2(xz) =| 2z2 |.Pilin generale, ¢ sufficiente
T4 3x4

prendere T = L4, dove A = !Al A2 A3 A4‘ € M3 4(R) & una matrice tale che
A3 = —Ale {A' A% A*} & una base di R®.

. T1— T2 o R .
2)  Due esempi sono T4 (z) = eTs(z) = xl xQ . Pil in generale, & sufficiente prendere
1 T2

x1
T

T=LaconA= ‘)\ Z € M22(R) e A, u € R non entrambi nulli.

A

3) Non esistono trovare applicazioni lineari che soddisfino le condizioni date, perché tali con-
dizioni contraddicono il teorema della dimensione.

Esercizio 5.25 Im7 =Im S, see solo se a = 4. Inoltre dim(Im 7" N Im S,) & uguale a 2 se
a = 4, ed ¢ uguale a 1 altrimenti.

Esercizio 5.26

(a) SedimV > dim W, allorargT < dim W < dim V, quindi dimker 7’ = dim V' —rg7T > 0
e pertanto 7' non puo essere iniettiva.

(b) SedimV < dim W alloradimIm7T =rg7T = dimV —dimKer7T < dimV < dimW e
quindi 7" non pud essere surgettiva.

Esercizio 5.27 Notache 2141+ -+ 2nAn = Ocm seesolose Z1 A1+ - - +Zn A = Ocm,
inoltre 21, ..., z, € C sono non tutti nulli se e solo se Z1, . .., Z, € Clo sono. Pertanto una base di
Im L~ si ottiene coniugando ciascuno dei vettori di una base di Im L 4 e quindi tali insiemi hanno
la stessa cardinalita.

Esercizio 5.28 1l rango della prima matrice & 3, il suo nucleo & {O}, e I'immagine & C3. 1l

1 11 |0
rango della seconda matrice ¢ 2, il suo nucleo ¢ C |%|, e 'immagine ¢ Span | ||, |1| |. Il rango
2| |0
1 1 1
della terza matrice ¢ 1, il suo nucleo & Span 01,|%| |.el'immagine e C |%|.
-1} |0 1
Esercizio 5.29 T ¢ I’applicazione associata alla matrice A = (1) (1) g; , quindi ¢ lineare;

KerT = Span (e1 — 3e2 —ie3); Im T = C2,
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6 Esercizi del Capitolo 6: Sistemi lineari 13

4 ¢ =2
Esercizio5.30 A =i 0 1| SeT(z)=0alloradz; +iz2 —223 =0,421 +23 =0¢
i 0 —1

iz1 — iz3 = 0. Dalla terza equazione ricavi zg = z1, sostituendo nella seconda (1 +i)z1 = 0, da
cui z; = 0 (e quindi anche z3 = 0). Infine sostituendo tali valori nella prima equazione otteniamo
izo = 0 che implica zo = 0, e pertanto 7" & iniettiva. Oppure puoi ridurre a scala la matrice A,
ottenendo

4 i -2 4 =2 4 0 =2
i 0 1|—1|0 7 1439 —1]0 & 1+3i
i 0 —i 0 1 L 0 0 —1-3

Quindi A & non singolare, per cui Ker Ly = {O} e T' = L4 & iniettiva.
Esercizio 5.31

Arar + Azaz  A1br + A2bs
Aic1 + Azce Aidi + Aado

Aar + A2az — i(Aicr + A2c2)
A1b1 + A2ba + 2i(A1di + Aada)

. a1 — icy az — ic2
=AMy 4 2idy | T2 by + 2ids
_ a1 b az bs
=T o dy + AT c FNE

per ogni A1, A2, a1, az2,b1,ba,c1,c2,d1,ds € C.rgT = 2 perché I'immagine di F11 e E12 sono
linearmente indipendenti, da cui segue che dim Ker 7' = dim Ms 2 (C) — rgT = 2. Per veri-
0 -2 |2 O
0 1)1 0
indipendenti e in numero uguale alla dimensione di Ker 7" e pertanto ne formano una base.

fica diretta si vede che € KerT, inoltre queste due matrici sono linearmente

Esercizio 5.33 21 + 22 = Zz1 + Z2 per ogni 21, z2 € C garantisce I’additivita del coniugio. Se
A €Rez e Csihalz = Az = \z che assicura I’omogeneita del coniugio come applicazione
su C visto come spazio vettoriale su R, mentre i - 1 = —i # i = i1 prova che il coniugio non &
omogeneo come applicazione su C visto come spazio vettoriale su sé stesso.

6 Esercizi del Capitolo 6: Sistemi lineari

x = —%t s
y=j3t—s,
Esercizio 6.2 1l primo sistema ha un piano di soluzioni, di equazioni parametriche { z = s ,
v=—t,
w=t.
T = %(1 —1),
Il secondo sistema ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche { y = %(1 —4t) ,
z=t.

Esercizio 6.3 z = —t,y = —(1 —2/(5)t, 2 = 2(vV6 — Dt, w = (356 — )tz = ¢,
y=4t—1,z=1-—3t.

Esercizio 6.4 1l primo sistema non ammette soluzioni; z1 = 1; zo = 2; z3 = —3.

1 .
x —15(13 —1)
Esercizio 6.5 I primo sistema ha soluzione |y| = |—£(28 4 144)|. Il secondo sistema non
z —2(1—114)
ammette soluzioni.

Esercizio 6.6 « = —(64 + 49i)t + 319 — 774, y = —(235 + 109i) — (12 — 52i)t,
z = —(674 303i) + (14 + 58i)t, w = 89¢; il secondo sistema non ammette soluzioni.
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14 Soluzioni degli esercizi

-3
x
. . . . . 3
Esercizio 6.7 1l primo sistema per k£ # 0, 2 ha come unica soluzione |y| = % |5 per
z 1+ %
k = 0 non ammette soluzioni; per k = 2 ha un piano di soluzioni, di equazioni parametriche
r=1—s—1t,
y=s, 11 secondo sistema per k # 1, 2 ha come unica soluzione
z=t.
k2 4k—2
. k—2
3k3+2K%—k(h+8)+2h | .
Y= (o—1)(k—2) ;
z 3k3 43%2 —k(h+9)+2h
N (k—=1)(k—2)

per k = 1 e h # 3 non ammette soluzioni; per k = 1 e h = 3 ha una retta di soluzioni di equazioni

z=0,
parametriche ¢ y =1 — ¢, per k = 2 non ammette soluzioni indipendentemente dal valore di
z=1t;

h € R. 1l terzo sistema per k # 1, —2 ha come unica soluzione

k—h?—h+1
(k—1)(k+2)
_ | kh=h?+h—1 | .
| k=D(k+2) |
kh2+h?—h—1
(k—1)(k+2)

SIS

per k = 1 e h # 1 non ammette soluzioni; per K = h = 1 ha un piano di soluzioni di equazioni

r=1—s—1,
parametriche ¢ y = s, infine, per K = —2 non ammette soluzioni indipendentemente
z=1t;

dal valore di h € R.

. T . s ak®+2)+2 0 —aqk®-1 a2
Esercizio 6.8 Se k # 0;4; —¢ I'unica soluzione & x = Bk Y= T A= e
per ogni a € C; se k = 0 il sistema ammette soluzioni se e solo se a = —1 nel qual caso sono date
daz = —2y,y =y, 2 = —1; se k = i il sistema ammette soluzioni se e solo se a = —2 date da
r=ux,y=—1—x 2= —2—1ix;se k = —i il sistema ammette soluzioni se e solo se a = —2 ¢
sonodatedazr =z, y = —x — 4,2 = —2 — ix.

. S . . . N 2(hk+h+4k2-1
Esercizio 6.9  Per il primo sistema, se k # %; —3 l'unica soluzione & x = %,

2(hk—h . - .
y = —%, z = ﬁ perogni h € C;se k = % il sistema ammette soluzioni se e solo se
h = 0 nel qual caso sono date daz = x,y = 0, z = 25%;se k = — 1 il sistema ammette soluzioni
se e solo se h = 0 e sono date da y = 8(z — 2), z = —3(z — 2). Per il secondo, se k # 2 I'unica
. 5 2(—hk+k®—3k%2—k+5 - 3_ _h—2k2 .
soluzione & z1 = — 2 +3k—5 2,y = Bk 2h;l?f5 e % per ogni
h € C;se k = 3 il sistema ammette soluzioni se e solo se h = —% nel qual caso sono date da
_ _ 268-9 __ 9w3432
T =T1, Ty = Togyt, Ty = — a0,

Esercizio 6.13  Sia la prima matrice sia la seconda matrice hanno nucleo costituito dal solo
vettore nullo, la cui base ¢ vuota, mentre I'immagine di entrambe le matrici ¢ costituita da R3,
quindi si pud prendere come base dell’immagine la base canonica.

Esercizio 6.14 La prima matrice ha nucleo costituito dal solo vettore nullo (la cui base & vuota),

o] |11] | 3 o |1] | 3
s N 2| 13| |- . 121 3] |5 .
mentre 1’immagine ¢ Span 70 11l2| 1 | | unacui base & MR La seconda matrice
3111 | 2 3011 | 2
1 1
ha nucleo Span [ |1] |, una cui base & |1|, mentre I'immagine di tale matrice & R?, quindi si pud
1 1

prendere come base dell’immagine la base canonica.
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6 Esercizi del Capitolo 6: Sistemi lineari 15

Esercizio 6.15 dimIm A = 3 = dimIm A", dimKer A = 1 e dim Ker A” = 0. Im A ha
una base formata da prima, seconda e quarta colonna di A; Ker A & generato da 5e1 —4es+7es € R*;
Im AT ha una base formata dalle tre colonne di A”, Ker AT = {O0}.dimIm B =2 = dimIm BT,
dim Ker B=0¢ dim Ker B” =1. Im B ha una base formata dalle due colonne di B; Ker B= {0}
Ker BT & generato da (7 —1)e; — (2 — 1)ea +e3 € R?*; e Im B” ha una base formata dalle prime
due colonne di BT.

1
Esercizio 6.16 dimKer A = dimKer AT = 1,rg A = rg AT = 2, Ker A = Span 11],
-1
0 |1 9 0| |2
ImA =Span [ |2|,| 3 |]|;Ker AT = Span [ |=1| |, Im AT = Span | |1, [3] |. Il sistema
1 |3 2 1 |7
proposto ammette soluzione se e solo se k = 1, in tal caso le soluzioni sono date da x = =z,
_ z+l1 _ 11—z
y="="2"%= 3"

Esercizio 6.18 Ker7 = {O};unabasediIm7T & {e2+e4,e1+e2+2e4,e1 —e2+e3} C R%;
T(U) N T(W) ha dimensione 1 ed & generato da 4ex — e3 + 4eq € R*.

Esercizio 6.19 Pera # 0, —4sihalm A, = R® e Ker A, = {0}; quindi dimIm A, = 3
e dimKerA, = 0. Per « = 0 si ha dimIm Ay = 2 e dimKer Ag = 1, una base di Im Ao
e {—e2 + 2e3,e1 + 2e2} e Ker Ag & generato da ez. Per « = —4 si ha dimImA_4, = 2 e
dimKer A_4 = 1,unabasedilm A_4 & {e1, e2 —2e3}, Ker A_y4 & generato da 8e; — 11es +4es.
Infine, R® = Im A, @ Ker A,, per ogni o € R.

Esercizio 6.22 dim (), V: = 0, una base & I'insieme vuoto; dim (), Wi = 2, un a base &
data da w; = —2e; + e3, w2 = —ey + e4.

223'2 — T3 = O7
Esercizio 6.24 Equazioni cartesiane per U N W: { 2x1 + x2 — x4 =0, equazioni parame-
3 2x4 = 0;
T3 — 5x4 = 0;

Tr1 = 7t,
. xo = 10t, .. . .. .
triche per U NW: 20t equazioni cartesiane per U 4+ W: 0 = 0; equazioni parametriche
Tr3 = 5
T4 =t
xTr1 = tl,
=1
per U + W: 2=
xr3 = t3,
Tg4 = t4.

Esercizio 6.25 Si ha dim(U + W) = 4; quindi U + W = R?, da cui segue che una base

1 =11 )
N o .. . T2 =12, s . . N
¢ {e1, e2, €3, eq}, possibili equazioni parametriche sono ' e I’equazione cartesiana ¢
r3 =13,
Tg =14,

0 = 0. Invece dim(UNW') = 2, unabase & {15e; —9es+7e3 —38e4, 30e1 +36e2+32e3—13e4 },
11z — Tx2 + 624 =0,

e possibili equazioni
21 +x2 — 323 =0, P d

possibili equazioni cartesiane per U N W sono {

x1 = 15t1 + 30t2
xro = —9t; + 36t2 ,
x3 = Tt1 + 32> s
Tyq4 = —38t1 — 13t2 .

parametriche sono

Esercizio 6.26 dim(U + W) = 4, base e, e2, e3, e4; equazioni parametriche per U + W:
xr1 = tl,

T2 =1 — .

2 > equazioni cartesiane per U + W: 0 = 0.
xr3 = t37
T4 = ta;
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16 Soluzioni degli esercizi

87 1 = 87Tt,
_ =-11
dim(U NW) = 1, base 121515 , equazioni parametriche per U N W: ii _ 1259?’ equazioni
2605 x4 = 2605t

21+ 223 — 24 = 0,

cartesiane per U N W:

2x1 + 3x0 — 4x3 + 224 = 0,

86x1 — 20922 — 13923 + 5524 = 0.

Esercizio 6.29

x1—x3+6x4 = 0;

T =t — 6T,

T2 = S, . .. ,
non sono le equazioni di partenza perché

r3 = t,

Tg =T,

per uno stesso sottospazio vettoriale ci sono infinite equazioni parametriche differenti.

Esercizio 6.30 {

22x1 + 149 — 1323 = 0,
Tx1 + 8z + 13x4 = 0;

4647
7= T,
_ _ Ts+t22t
To = — Lo
non sono le equazioni di
xr3 = S,
T4 =1

partenza perché ¢’¢ un parametro in meno, dato che il sottospazio vettoriale ha dimensione 2..

T = _2(8 + t)7
Esercizio 6.31 y=s+3t,

zZ=s,

w =1

r+ 2242w =0,

non sono le equazioni di partenza
y—z—3w=0;

perché queste sono due equazioni, mentre quelle di partenza erano tre.

Esercizio 6.32 Pert # 0, —1/2si ha V; = R*, per cui possibili equazioni parametriche sono

r1 = 81,
T2 = S2,
r3 = 83,
T4 = S4 .,
r1 = 81,
T2 = 81,
xr3 = 83,
T4 = S1+ S2,

x1

. T2
parametriche per V_; /5 sono
xr3 =
T4 =

e2x — 2y —2z—w=0.

Esercizio 6.35 Per il primo sottospazio affine

21+ 4xo + 323 — Txg = 0.
Esercizio 6.38

33

— 89
Esercizio 639 (¢~ T 7o
z=—t— 24
707
w = 35t.

e ’equazione cartesiana ¢ 0 = 0. Possibili equazioni parametriche per Vj sono

mentre una possibile equazione cartesiana ¢ x1 — x2 = 0. Possibili equazioni

S1
1
S1 — 552 5 T . .
1 , mentre una possibile equazione cartesiana

—581— 583,

s$1+ 82+ 83,
T+ x2 = —H,
x1 +x3 = —13, per il secondo sottospazio
X1 — Ta = 72;

T+ by — 8z — 4w = T7.
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7 Esercizi del Capitolo 7: Matrici e applicazioni li-
neari

Esercizio 7.1  Poiché Im(70S) CIm T, allorarg(70S) <rgT’; poiché Im(7T0S)=Im (T|im s),
allorarg(T o S) <rgS equindi rg(7T o S) < min{rg S,rgT}.

T

Esercizio 7.2 SihaSoT |y| = S(a: + 2y — x)t + th) = ’2yaj_ Zl Da questo segue che
z
z=0,
Ker(S o T') & la retta di equazioni parametriche  y = ¢, e di conseguenza il Teorema della
z=-=2t,

dimensione implica che Im(S o T') = R

Esercizio 7.3 Dato che (idy —T)(idy +7) = idy =T+ T — T o T = idy e analogamente
per (idv +7)(idyv —T'), I'inversa di T + idy & idy —T..
a3

ail ai2

- 0 a <, .. .
Esercizio 7.4 T|a21 a2 a3| = @ (2)3 ¢ un’applicazione lineare da M3 3(R) a
1
as1  asz2  ass
a1l ai2
a3 Q14
ain a2 a1z a4 am am
M5 2(R). Un isomorfismo 7" : M3 4(R) — Mg 2(R)&T |az1  a22 a23 ao a anl
’ 23 Q24
asi  as2 as3  as4
(€023 N :3)
ass  asa
Esercizio7.5 a#0eca # 1.

Esercizio 7.6  Se 7'(v) = O, allorav = T"(v) = T" Y(T'(v)) = O, quindi Ker T = {O} e
pertanto 7" ¢ un isomorfismo.

Esercizio 7.7 Datov € V, haiv = (v — P(v)) + P(v): il primo addendo appartiene a Ker P
in quanto P(v — P(v)) = P(v) — P(P(v)) = O perché P & una proiezione, mentre il secondo
addendo appartiene banalmente a Im P, per cui Ker P + Im P = V. Inoltre

dimKer PNIm P) =dim Ker P+dim Im P—dim(Ker P+Im P)=dim Ker P+rg P—dim V' =0
e pertanto Ker P e Im P sono in somma diretta, da cui Ker P& Im P = V.

Esercizio 7.8 Se V e W sono isomorfi, esiste 7' : V' — W isomorfismo, quindi Ker 7' = {O}
e ImT = W, pertanto il teorema della dimensione implica che dim V' = dim W. Viceversa,
se dimV = dim W = n, scelte due basi By di V e Bw di W, allora I’applcazione lineare
Fgz! o Fg, : V — W &unisomorfismo

By By - .

Esercizio 7.11 La matrice ¢ \[,,.

1 1 0 1 2
- 1 0 O 1 1/ {1 0 O 0 1 2
Esercizio 7.15 ’ 1 1 :’ ; ‘ 1 2 3 :‘ ;
0 1 0 11 1 110 1 0 9 3 4 1 2 3
‘—2 3H1 0 0_'—2 3 0] |} %'1 0 o’_i L
1 7//0 1 0 1 70 11 0 1 0 11 0
1 1 _9 3 —1 10| |0 1 2||]1 1 3 3
1 1 l 1 7‘ =|—1 10[;|]1 2 3||1 1|=16 6
1 1 —1 10| |2 3 4|1 1 9 9
Esercizio 7.16  Sono tutte e sole le matrici della forma Z Z,con a,beR.
B gn—1 gn—1 3”271
Esercizio 718 A" =|2.3*! 92.3»1 3»_ 1
0 0 1
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Esercizio 7.19 Se X, X, appartengono a W abbiamo A(X1+X2) = AX1+AX, = 0+0 = O,
per cui X1 + X2 € W. Analogamente, se X € W e A € R abbiamo A(AX) = AAX = A0 = O,
per cui AX € W. Essendo chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari, W & un sottospazio.

11 + 2221 =0,
.. . T11 12 . —2$11 — 4.1‘21 =0
Per definizione, una matrice X = appartiene a W se e solo se ’
T21  T22 T2 + 2x20 =0,

—21‘12 — 4I22 = 0 .
1 2 0 0

La matrice dei coefficienti di questo sistema & | _ —4 0 0 che ha rango 2. Quindi lo

2
0 0 1 20
0 0o -2 —4
spazio delle soluzioni del sistema ha dimensione 4 — 2 = 2; inoltre una base dello spazio delle solu-

1 0
zioni & 7%)/2 , (1) .DiconseguenzadimW:2<3unasuabaseé{‘_1/2 8 ) 8 _11/2‘}
0 -1/2
Esercizio 7.21 Perogni k € R.
Esercizio 7.23
10 0 o' 1 0 0 0
01 1 -1 _|-1/2 1/2 1/2 0]
1 1 -1 1| ~|-1/2 3/2 1/2 —1|°
0o 2 0 -1 —1 1 1 -1
1 0 -1 217" [1/4 —3/4 1/4 1/4
o1 o0 1 _|[-1 1 0 1|
2 3 2 0 "~ |5/4 —3/4 1/4 —7/4]°
1 0 -1 1 1 0 0 —1
4 1 =1 17" ye/31 0 2731 5/31 —4/31
1 -3 0 1] _|5/62 —19/62 —1/62 7/62
1 0 2 0 ~|-3/31 -1/31 13/31 2/31
0 0 1 2 3/62  1/62  —13/62 29/62
h =2 h

Esercizio 7.24  La matrice & invertibile per h # +v/2, I'inversa& 5 |-2  2h  —h? |.
1 —h K -1

Esercizio7.25 A=1, B=—1I,.

Esercizio 7.26  Se A non ¢ invertibile, allora Ker A # {O}; preso v € Ker A\ {O}, la matrice
B = |v---v| € My, »(R) non ¢ nullae AB = O. Viceversa, se esiste B € M, ,,(R) non nulla
tale che AB = O, basta prendere una colonna non nulla di B per ottenere un elenmento non nullo
di Ker A e quindi A non ¢ invertibile.

Esercizio 7.27 Se z € Ker A\ {O}, abbiamo a;121 + - - - + ainxn = Operognii = 1,...,n.
Dato che * # O, indicato con ¢ I’indice per il quale |z;| & massimo, a meno di moltiplica-
re z per uno scalare, possiamo supporre che ; = 1 e |z;| < 1se j # i. Abbiamo allora
ai = ayr; = —(anT1 + -+ @i i—1Ti—1 + @i + Qi it1Tit1 + -+ + ain®y ). Prendendo il
valore assoluto di ambo i membri si trova

laii| = |ainzs + -+ asi—1@io1 + @i i + @iit1Tit1 + -+ QinTnl
—_—
<lasi|lzi] + -+ |asi—1||Tim1] + |as ||| + |asir1]|Tig1] + -+ |@in]|2n]
<lasi|+ -+ |aii-1| + |ai| + |aiis1] + -+ ain] < |ai]

che & una contraddizione (I’ultima disuguaglianza & quella fornita dall’ipotesi), per cui Ker A = {O}
e quindi A ¢ invertibile.
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Esercizio 7.29 Siha

tr(AB) = (AB)i1+ -+ (AB)nn
(a11b11 + - + a1nbp1) + - - - + (an1bin + - - - + Gnnbnn)
= (bi1ai1 + -+ bp1ain) + - + (b1nGni + - - + bunann)
(bi1a11 + -+ binant) + - + (bn1ain + - - - + bpnGnn)
= (BA)11+ -+ (BA)nn = tr(BA) .
Nota: Questa dimostrazione ¢ piu chiara usando il simbolo di sommatoria, che sara introdotto
nell’Osservazione 9.5. Infatti si ha

n n n

tr(AB) = > (AB)un =Y En:ahkbkh = En: En: binank = » (BA)gx = tr(BA) .

h=1 h=1k=1 k=1h=1 k=1
Infine,

tr(B~'AB) = tr(B~'(AB)) = tr((AB)B™") = tr(A(BB™")) = tr(A) .

Esercizio 7.30 tr(I,) =1+ ---+ 1 = n; mentre tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0;
pertanto AB — B A non pud mai essere uguale a [,,.

8 Esercizi del Capitolo 8: Cambiamenti di base

Esercizio 8.2 Poiché U1,Us C Uy + Us, allora T'(U1), T(Uz) C T(Ur + Usz); dato che
quest’ultimo & un sottospazio vettoriale, allora T'(Uy) + T'(Uz2) C T(Uy + Us). Viceversa, ogni
elemento di T'(Ur + Ua) si scrive come T'(w) per un opportuno u € Ui + Us; la definizione
di Uy + U> ci garantisce che esistono Uy € Ui e us € Us tali che v = w1 + we, pertanto
T(u) = T(u1 + u2) = T(u1) + T'(u2) € T(Ur) + T'(Uz) e quindi anche I’altra inclusione &
verificata.

Esercizio 8.3 w1, vz, v3 sono linearmente indipendenti perché A\1v1 + A2v2 + Agvz = O equi-

A2 + 33 =0,
valea ¢ 2\1 — A2 + A3 = 0, e si vede facilmente che I’'unica soluzione di questo sistema lineare
5A3 =0

& quella nulla; sono inoltre 3 vettori e dim R® = 3. La matrice di cambiamento di base dalla base
1

1
5

[S[t 1N

2
BB alla base canonica ¢ data da |1
0

O Owi=

Esercizio 8.4 Le due terne di vettori sono basi di Rz [t] in quanto contengono vettori in numero
uguale alla dimensione di Rz[t] e tali vettori sono linearmente indipendenti (basta considerare la
matrice del cambiamento di base dalla base dei monomi a B o C e ridurre a scala. La matrice del

-3 -7 6
cambiamento di base da BaC & % 0 -4 12|
-3 -1 -6
.. . , . |1 0| |0 Of |0 1] |0 O
Esercizio 8.5 Procediamo come nell’Esempio 8.6, conBo—{ o oll1 o ,‘0 0 "O 1 }

come base intermedia. La matrice A (rispettivamente, C') di cambiamento di base da By a B (rispet-
tivamente, C) contiene per colonne le coordinate degli elementi di B (rispettivamente, C) rispetto
alla base By e quindi sono date da

14 5 1 12 2 7
1 4 -2 0 30 -1 1
A=lp 3 1 9o =11 4 1 o
03 3 2 01 1 2
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20 Soluzioni degli esercizi

La matrice di passaggio da BaC & B = A~'C, assumendo che (B sia una base e quindi) A sia
invertibile. Con una riduzione a scala troviamo

1 4 5 111 2 2 7 14 5 1(1 2 2 7
1 4 -2 0/3 0 -1 1 00 -7 —12 -2 -3 -6
03 1 2/1 4 1 o o3 1 2|1 4 1 0
03 3 2001 1 2 03 3 2/0 1 1 2
1 4 5 1(1 2 2 71 1 4 5 1]1 2 2 71
03 3 200 1 1 20 o3 3 200 1 1 2
03 1 2|1 4 1 o0 00 -2 0|1 3 0 -2
00 -7 —1/2 -2 -3 —6 00 -7 —1/2 -2 -3 —6
1 4 5 1] 1 2 2 7
03 3 2| 0 1 12
o 0o —2 o] 1 3 0 -2
00 0 -1/-3/2 -25/2 -3 1

Essendo i pivot di A tutti diversi da 0, ne segue che la matrice A ¢ invertibile (e che 13 ¢ una base).
Proseguendo come nell’Esempio 8.6 otteniamo

1 4 5 1 1 2 2 7 1 4 5 0|-1/2 -21/2 -1 8
0 3 3 2 0 1 1 2 _>0 3 3 0| -3 -24 -5 4
00 -2 o0 1 3 0o -2 0 0 -2 o0 1 3 0 -2
o0 0 -1-3/2 -25/2 -3 1 o0 o0 -1]1-3/2 —-25/2 -3 1
1 4 0 0 2 -3 -1 3
_}0 3 0 0]-3/2 -39/2 -5 1
00 -2 o0 1 3 0 -2
o0 o -11-3/2 —-25/2 -3 1
1 0 0 0 4 23 17/3 5/3
*)0 3 0 0]-3/2 -39/2 -5 1
00 -2 0 1 3 0 -2
o 0 0 -1-3/2 -25/2 -3 1
e quindi

4 23 17/3 5/3
-1/2 —13/2 -5/3 1/3
~1/2 =3/2 0 1

3/2  25/2 3 -1

Infine, una riduzione a scala effettuata sulla matrice C' (o sulla matrice B) mostra che anche C' &
invertibile, per cui anche C & una base.

B =

Esercizio 8.6 pi(t), p2(t), ps(t) sono 3 polinomi di Cz[t] che ha dimensione 3 e lo stesso ac-
cade per q1(t), q2(t), g3(t); basta quindi provare che la matrice delle coordinate rispetto a una base
& invertibile e questo si puo fare facilmente rispetto alla base 1,¢,¢. La matrice del cambiamento
=3+ 30 5+ 31 4+ 61
di base da B a C & data da 5221 248 21-8 —10+1|.
6 —5—10c 2+ 3¢

Esercizio 8.7 vi,v2,v3 sono linearmente indipendenti in quanto A\v1 + Aqve + Azvs = O
A+ A2 +3X3 =0,
equivale a ¢ 2\; +5X2 + 3A3 =0, e riducendo a scala trovi che I'unica soluzione di questo
4N +5X 2+ A3 =0
sistema lineare ¢ quella nulla, inoltre sono 3 vettori e dim R3 = 3; 1o stesso accade per w1, u2, us.
12 —104 —-34
La matrice di cambiamento di base dalla base B alla base C ¢ data da 31—0 27 101 31
-3 =29 11

Esercizio 8.8 w1, vz, v3 sono linearmente indipendenti in quanto Ajv1 + A2vz + Agvg = O
(I+9) A +id2+ A3 =0,

equivale a < (2 —i)A1 + A2 + i3 =0, e riducendo a scala trovi che I'unica soluzione di
3M + (1+3i)A2 —iX3 =0
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8 Esercizi del Capitolo 8: Cambiamenti di base 21

questo sistema lineare & quella nulla, inoltre sono 3 vettori e dim C* = 3; lo stesso accade per
1+5: 10—27 20—24

u1, U2, us. La matrice di cambiamento di base da BaC ¢ % —2—41 1+9 —16+4 121|.
7 — 61 —1—-2 -3 —4
Esercizio 8.9 {pi,p2,p3,pa} € una base di Rs|t].
. . . . 1 1/ lo 1/ Jo o
Esercizio 8.10 dim W = 3; una base di W & data da o ollo 1l°h 1‘.

Esercizio 8.11 Procedendo come nell’Esempio 8.2 si trova che dim(U + W) = 3, con base
{p1,p2,q2}, e dim(U N W) = 1, con base { —6q2 + g3 = 6 — 4¢ + 8t*}.
0 -1 72'

Esercizio 8.12 ‘1 3 4l

Esercizio 8.13 (a)

-3 4 0 0 1 1] 1]-3 4 o0 ~16/19 23/19 —24/19
3 2 1| -2 3 7|3 2 1|=|719 22/19 —18/19
1 -1 -1 1 -3 —1] |1 -1 —1| |224/19 20/19 32/19
per La,e
-3 4 ot 2 o 2] |-3 4 ol |[36/19 2/19 2/19
3 2 1| -|-1 3 —1]-|3 2 1|=|8/19 30/19 —8/19
1 -1 -1 1 -1 3| |1 -1 -1/ [85/19 —9/19 86/19
per Lp;
(b) .
1o 1o 1 1]t 01 4 8 5
1 1 0 2 3 71 1 o0o=|1 2 4
01 1 1 -3 —1/ |0 1 1| |-3 —6 -4
per La,e
1o 12 o 2/t o1 |21 -1
1 1 0 1 3 —1|-]1 1 ol=lo 1 -1
0 1 1 1 -1 3|1Jo 11 Jo1 5
per Li;
(©)
1o 1 o 1 1] ]-3 4 o0 27/2  9/2 -1
1 1 0 2 3 7|3 2 1|=|-72 5/2 -3
01 1 1 -3 -1 |1 -1 -1 |-19/2 -7/2 1
per L4, e
1o 12 o 2| |-3 4 o 5 5 3
1 1 0 1 3 —1/-/3 2 1|=|6 -2 1
0 1 1 1 -1 3|1 -1 -1 |-9 1 =5
per Lp;
(d
3 4 oo 1 1|1 oo 1] [11/19 22/19 35/19
3 2 1| -2 3 7|1 1 0=[13/19 26/19 31/19
1 -1 -1 1 -3 —1] |0 1 1] |[36/19 72/19 4
per La,e
3 4 o] 2 o 2/ h o1 6/19  14/19  4/19
3 2 1 =13 —1f-]1 1 o|=|14/19 20/19  22/19
1 -1 -1 1 -1 3| o 1 1| |-8/19 —44/19 —94/19
per Lp.
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22 Soluzioni degli esercizi

- 1 3
Esercizio 8.14 '3 5‘.
1 0 0
Esercizio 8.15 Una (facilissima) riduzione a scala della matrice B = |0 1 0| mostra
1 -1 2
che B & una base. L’endomorfismo 7" dev’essere della forma L4, dove A € Ms 3(RR) & tale che
3 -1 0
AB=C,dove C' =|1 0 2| contiene i vettori wi, wz, ws. Quindi
0 2 0
3 -1 0
A=CB'=|0 1 1
0 2 0

Questa ¢ anche la matrice associata a 7" rispetto alla base canonica, mentre la matrice associata a 7’
rispetto alla base B ¢

3 -1 0
B 'AB=B'(CBHY"B=B'C=|1 0 2
-1 3/2 1

1 0
0 -1

Esercizio8.16 dimIm7 = 1,basediImT = H } ’

;dimImT = 3,basediker T = {‘

1 1 11 0
0 of’|1 off
- 2 0
Esercizio 8.17 A= ’O 3‘.
=2 |1] |0 xr3 — 2x9 —x2 + 3x3
- o 11 10| |0]\. T2 - —2x3 + T4 s
Esercizio 8.18 15 = ol 11l 1ol ¢ T . = | By + 3 + 224 Poiché
0 [0 |1 T4 T2 — T4
—x2 + 3x3 + 2(—2x3 + x4) — (—5x2 + 3z3 + 224) = 0,7 manda W in sé. La matrice associata
0o -2 1
a T rispetto a Bedatada (-5 3 2
1 0 -1

Esercizio 8.19 Siha
T(X1+X2) = A(X1+X2)—(X1+X2)A = (AXl—XlA)+(AX2—X2A) = T(X1)+T(X2) s
T(AX) = AAX) — (AX)A = M(AX — XA) = A\T(X) ,

per cui T & lineare. Rispetto alla base By = {‘(1) 8 v 8 , 8 (1) 8 ?

) )

‘ } I’endomorfismo

T ¢ rappresentato dalla matrice

1 -1 0 -1
A= -1 0 1 1
0o -1 1 0
0 1 1] |1
. . . 1 -1 1] |0
Riducendo a scala si vede subito che Im A = Span “allol e che Ker A = Span 1 1ol |
0 -1 0 |1
per cui Im 7 = Span ('(1) _01 , _11 _01D e Ker T = Span (H é’ , ‘é ?D Siccome la
matrice
0 1 1 1
1 -1 1 0
-1 0 1 0
0 -1 0 1
ha rango 4, ne segue (perché?) che Mz 2(R) = Ker T'@ Im T
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8 Esercizi del Capitolo 8: Cambiamenti di base 23

Esercizio 8.20 rgT:dimKerTZZ,baseKerT:{1 Ol,’1 2'}

0 11'12 4

Esercizio 8.21 Sono 4 elementi di Ms2(C) che ha dimensione 4, quindi basta provare che
sono linearmente indipendenti, il che si vede scrivendo le coordinate degli elementi di B rispetto
alla base delle matrici elementari, riducendo a scala la matrice 4 X 4 che si ottiene e verificando
che ha 4 pivot non nulli. La matrice associata all’applicazione lineare S rispetto alla base B ¢
2+21 -2+ -2+ -9 —6¢
—7+51 6—23 5 —32¢ 70 — 27
4—-4i 34150 —2+21i —45+420¢

base Im 7" = {‘0 71’ , ‘2 3

1 0|0 =2

;Ker S = {0}, Im S = M2 (C).

—1 1 1 -3+ 61
-1 0 0 |0 =1 O
Esercizio 8.22 1rgT = 6, dimKerT = 3, base di KerT' = 5 0 0,0 5 0f,
3 0 0|0 3 O
0 0—-1
0 0 5
0 0 3
-2 6 8 -2 0 0
Esercizio 8.23 Laprimamatrice¢datada| 2 —4 —4|,lasecondada| 0 —1 0|, base
1 -2 =2 0 0 0
KerT = {t*},base i Im T = {1,¢}.
0 1 0 1 0
Esercizio8.24 Lamatricee |0 —1 —3 |, KerT=Span(l),Im7T=Span | |—1|,|—3
0 —2 =20 —2] |—20
0 0 O
1+¢ 0 O
Esercizio 8.25 La matrice associata ¢ data da ? 8 _02 , inoltre Ker T' = Span (),
0 0 O
0 0 -1
. 2
ImT = Span (‘(1—;2)t , __2tt2 >

Esercizio 8.26 La prima coppia di matrici € costituita da matrici simili: infatti, si passa dall’'una
all’altra scambiando le ultime due coordinate (che € equivalente a prendere come nuova base quella
ottenuta scambiando gli ultimi due vettori della base canonica), per cui

1

ol
1l -
0

oo =
o N O
w O O
oo =
_ oo

0
1
0

SO =
o W o
N OO
Il

oo
— o O

Le due matrici nella seconda coppia invece non sono simili. II modo pil veloce per dimostrarlo
consiste nel ricorrere all’Esercizio 7.25: la traccia della prima matrice ¢ 6, quella della seconda
¢ 11, e quindi non possono essere simili. Un secondo modo consiste nel notare che la prima matrice
¢ invertibile mentre la seconda non lo ¢, per cui non possono essere simili. Infine, un terzo modo
consiste nel procedere come indicato nell’Osservazione 8.2, dove A & la prima matrice e A’ la
seconda. Il sistema BA" — AB = O nella matrice incognita B & rappresentato dalla matrice

0 -2 -3 2 0 0 3 0 0
-2 -2 -1 0 2 0 0 3 0
-3 -1 -1 0 0 2 0 0 3

2 0 0 2 -2 =3 5 0 0

0 2 0 -2 0 -1 0 5 0

0 0 2 -3 -1 1 0 0 5

3 0 0 4 0 0 6 -2 -3

0 3 0 0 4 0o -2 4 -1

0 0 3 0 0 4 -3 -1 5
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Una riduzione a scala mostra che questa matrice & invertibile; quindi il sistema BA’ — AB = O
ammette solo la soluzione nulla, per cui A e A’ non sono simili.

Esercizio 8.27 Sian = dimV e m = dim W. Il teorema della dimensione ci dice che il
nucleo di 7" ha dimensione n — r; sia {vy41,..., v, } una base di Ker T, completiamola a una
base B = {v1,...,Vr,Ur41,...,0,} di V, e poniamo U = Span(vs,...,v,), e w; = T(v;) per
j=1,...,7. Siccome UNKerT = {O}, abbiamo che T'|y ¢ iniettivo; quindi {ws, . .., w,} sono
linearmente indipendenti. Completiamoli a una base C = {w1, ..., Wy, W41, ..., W }; si verifica
immediatamente che la matrice che rappresenta 7" rispetto alle basi B e C ¢ della forma voluta.

Esercizio 8.28 Ad esempio T’ = idpe.

Esercizio 8.29 Indicati con v, ..., v, i vettori della base B, il fatto che la matrice associata
a T rispetto a B sia la matrice identita implica che T'(v;) = v; per j = 1,...,n. Pertanto idy
e 71" sono due applicazioni lineari che assumono gli stessi valori su una base su una base e quindi
coincidono.

9 Esercizi del Capitolo 9: Determinanti

Esercizio 9.2 A" =Aseesoloseais=as1, A=

aii + afs ai2(a11 + az2) 1 0
a12(a11 + a22) aly + a3, 0 1
implica a?, + a3, =1,a3 +ay =1e ai2(a11 + a22) = 0. Se a12 = 0, allora a?, = a3, =1;
poiché det A > 0, hai che a11 e as2 devono essere concordi, quindi entrambi uguali a 1 oppure a
—1, pertanto |a11+az2| = 2. Seinvece a1z # 0, allora azs = —ai1, quindi det A = —af; —afy <0
il che contraddice det A > 0.

Esercizio 9.3 6, 3, —1.
3.1, -2.

Esercizio 9.5 .

Esercizio 9.6 Per la prima matrice conviene sostituire R; con R; — 3 R3 e poi usare lo sviluppo
di Laplace lungo la terza colonna, ottenendo 36; in alternativa puoi prendere al posto di R4 la
differenza R4 — Ro. Per la seconda matrice sostituendo Cy con Cy + C'1 e sviluppando lungo Cy
trovi —8; un’altra strategia efficace ¢ prendere al posto di R3 la differenza R3 — Ro.

Esercizio 9.7 3(k* — 3k — 3), 6k — 14k? — 89k — 75.
Esercizio 9.8 &+ 4 — (k* + k* + Tk — 3)i, 5k% — 2k + 2 + (4k® — 9k + k + 3)i.

Esercizio 9.9 det k:gfl k 2:_ 3 _ 4k* — 2k + 3. Questo polinomio non ha radici reali, ma
ha le due radici complesse k = liif‘m, per cui la matrice assegnata ¢ sempre invertibile se k£ € R,
mentre se k € Clo ¢ se e solo se k # H:if‘/ﬁ.

k k+i

Esercizio 9.10 det = —1# O perognik € C.

k—1 k

Esercizio 9.11 1l determinante della prima matrice vale (a3 — a1)(as — a2)(az — a1), quello
della seconda (as — a3)(as — a2)(as — a1)(as — a1)(az — a2)(az — a1); quello della terza vale
(as—a1)(as—a2)(az—a1)(a1+az+as); Vultimo (as—a1)(as—az)(az—a1)(a1a2+a1as+azas3).
Per calcolare il terzo moltiplica la prima riga per a; e sottraiala alla seconda e moltiplica la seconda
riga per a} e sottraila alla terza, mentre per I’ultimo la prima riga per a? e sottraiala alla seconda e
moltiplica la seconda riga per a; e sottraila alla terza. La formula per matrici n X n che generalizza
quella ottenuta per la prima e la seconda matrice ¢

(@n = an-1)(@n —an-2)- - (an —a1) -+ (a2 —a)) = [ (a5 —ai).

1<i<j<n
L l1 0 12 o0
Esercizio 9.13 A_' 0 2 ,B_‘ 0 -9 ‘
- 1 2 1 3
Esercizio 9.14 (C = ‘0 OI’D - ‘0 0’.
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Esercizio 9.15 Applicando ripetutamente I’omogeneita in ciascuna colonna fissate le altre trovi

det [AA1  AAy  --- AAn| =Adet|[Ar Ay - M| =Mdet|A1 Ay - A,
=---=)\ndet|A1 Ay - Apl.

Esercizio 9.16 det A = det A7 = det(—A) = (—1)" det A = — det A, per cui det A = 0.

Esercizio 9.17 Se i = j la quantita data ¢ lo sviluppo di Laplace del determinante di A lungo la
i-esimariga. Se i # j, € lo sviluppo di Laplace del determinante di una matrice ottenuta sostituendo
alla j-esima riga della matrice A, la i-esima riga di A; si tratta quindi di una matrice con la i-esima
e la j-esima riga uguali e pertanto il suo determinante ¢ nullo.

16 —120 240 —140
—120 120 —2700 1680

240  —2700 6480  —4200
—140 1680  —4200 2800

- . 1 1 .
Esercizio 9.19 Determinante g5;5555 = 5533537 7 0> inversa

Esercizio9.20 z = %, y = %, z=—10=3y=22=0;z = 885781,y = —887112.

44>

Esercizio 9.21 det ’k2+k1 k3_1€2’ = 5k* + k +2 # 0 per ogni k € R. La soluzione &
_ 2K%43Kk—2 k(k—3)

se21kt2 d T SRZiki2

Esercizio 9.22 1l determinante della matrice incompleta vale —3k® 4+ 3k — 1 # 0 per ogni
2(k3—5k%—2k+2) _ 4k3—-15K%245k—3 _ _ 2k(k®—3k—5)

k € R. Lasoluzione ¢ x = =57, 32 _3hil 3kZ_3kt1

Esercizio 9.23 1l determinante della matrice incompleta vale —9 + 37 # 0 per ogni k € C. La

soluzione & x = — 252 (5K 4 (14 — 4i)k + 22 — 113), y = 1521 (5k% — (1 — i)k — 3 — 6i.

Esercizio 9.24 Ha determinante —144 # 0 per ogni k € C;

x = ﬁ[—(i’,lf + 172k + 481) + (63k> + 639k + 350)i],
y= ﬁ[?lf + 396k + 845 — (147k> 4 1283k + 646)1),
z= 5’74[18 + 58k 4 177 — (21k* 4 227k + 126)i].

Esercizio 9.25 Se A ¢ la matrice nulla, allora S & ’applicazione identicamente nulla e quindi
det S = 0; se invece A ¢ una matrice non nulla allora A € Ker S e quindi det S = 0 perché Ker S
contiene una matrice non nulla e pertanto non & invertibile. Prendendo come base di M, (R) la

A O --- O
.. . . . N . .0 A IR
base delle matrici elementari, la matrice associata a 7" € la matrice a blocchi R
. .0
O ... O A

quindi applicando I’Esercizio 9.12, si ottiene che det 7" = (det A)™.

Esercizio 9.26 1l nucleo di 7" contiene tutti i polinomi costanti, quindi I’endomorfismo non &
invertibile e pertanto det 7" = 0.

Esercizio 9.27 detT = (1 +i)* = —4.

Esercizio 9.29 La prima matrice ha rango 2 per t = 0, altrimenti ha rango 3; la seconda ha
rango 2 per t = 0, altrimenti ha rango 3; la terza ha rango 2 per ¢ = %1, altrimenti ha rango 3.

Esercizio 9.30 Il rango della matrice assegnata vale 5, infatti prendedno tutte e cinque le righe
e scartando la prima e I’ultima colonna si ottiene una matrice 5 X 5 con determinante non nullo.
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10 Esercizi del Capitolo 10: Geometria affine

Esercizio 10.2 Il punto A~ 'b € R®.

1
Esercizio 10.3 La prima retta ha vettore direttore v = |—1|, la seconda retta ha vettore diretto-
2
—2 4
revy = | 2 |;essendo vy = —2wvy le due rette sono parallele o coincidenti. Ma il punto P; = |—=5
4 9

appartiene a entrambe le rette (si ottiene prendendo ¢t = 3 e s = 0), per cui le due rette sono coin-
cidenti, cioe i due insiemi di equazioni parametriche descrivono la stessa retta. Si giunge alla stessa
1
,dove Py = |—2|.
3

conclusione anche notando che rg |[vo  vi| =1=rg|vo v1  Po— P

Esercizio 10.8 I tre punti sono allineati se e solo se esistono v € R? e ti,t2 € R tali che
P; — Py =tjvperj = 1,2, cioe se e solo se la matrice ’Pl —-FP P - P0| ha rango minore di

, quindi det |1 — *0 T2 T0
Yir — Yo Y2 — Yo

2; le coordinate di P; — Py sono = (0 seesoloseitre

Tj — X0
Yi — Yo

punti sono allineati.

Esercizio 10.9 I tre punti sono allineati se e solo se esistono v € R3e ti,t2 € R tali che
P; — Py = tjvperj = 1,2, cioe se e solo se la matrice |P1 —-P P — Po| ha rango minore di

Xi — X0
J
2; poiché le coordinate di P; — FPp sono |y; — o |, segue subito la conclusione.
Zi — 20
J

Esercizio 10.11  Se z1 = zo, non si pud applicare il teorema degli orlati per imporre che il
l X1 — Xo

rango di |m  y1 — yo| valga 1 orlando la matrice 1 x 1 avente come unico elemento x1 — xo
n Z1 — 20

perché questa non ha determinante diverso da 0, quindi il sistema non ¢ equivalente alla richiesta

che il rango della matrice sia uguale a 1. Bisogna utilizzare lo stesso procedimento riferito a un’altra

componente dei due punti diversa da Py a P;, e certamente una almeno lo € in quanto sono distinti,

e procedere utilizzando la stessa strategia riferita a quella.

Esercizio 10.12 La retta passante per P ¢ P1 ha equazioni parametriche P = Py+t(P1 — P),

r=m,
cioe ¢ y=1—1t, come affermato. Procedendo come nel Paragrafo 6.5 troviamo le equazioni
z=3—-t,
. r=m,
cartesiane
{y —z=-2.

3r+y+z=8 z=0,

Esercizio 10.13 Equazioni cartesiane Y ’ equazioni parametriche  y =t + 7,
20+ y+2=238; P

z = .

Esercizio 10.14 Se Py = P, o Py = P,, abbiamo in realta solo tre punti, per cui sono au-
tomaticamente complanari, e la matrice |P1 —-P Ph—-PFP P;-— Po| indicata ha una colonna
nulla per cui ha automaticamente determinante nullo. Se invece Py # Pi, P il piano 7 passan-
te per Py, P1 e P> ha equazione parametrica P = Py + s(P1 — Py) + t(P2 — o). In questo
caso i quattro punti Py, P1, P>, Ps sono complanari se e solo se P; € m, cioe se e solo se esi-
stono so, to € R tali che Ps = Py + so(P1 — Po) + to(P2 — Fo) o, equivalentemente, tali che
P;— Py = so(P1 — Po) +to(P2 — Py). Ma questo accade se e solose Ps — Py, P, — Pye PL — P
sono linearmente dipendenti, e quindi se e solo se det |P1 — Py Po—PFP Ps;— Po| = 0, come
affermato.

r=t+s—1,
Esercizio 10.15 Equazione cartesiana z—y—z-+1 = 0; equazioni parametriche < y = ¢,
z=s.
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10 Esercizi del Capitolo 10: Geometria affine 27

Esercizio 10.18 In entrambe le tabelle, I'impossibilita della prima riga & dovuta al fatto che
aggiungendo una colonna il rango puo crescere al massimo di 1; quella nella seconda riga & dovuta
al fatto che aggiungendo una riga il rango non puo decrescere.

1 3 -1 2
Esercizio 10.19  Abbiamovo = |—1[, Py = |—1|,v1 = | 1 |e P = |1|;quindirg [vo v1| =2
2 2 1 2

erg |vo v1 Py — P1} = 3, per cui o e 1 sono sghembe.

. 1 1 0 0 1 -1 0 -1
Esercizio 10.21 Ponendo Ay = 1 2 1/ bo = ‘O , A = ‘1 5 1) b1 = ’ ol le
equazioni cartesiane delle due rette divengono Aoz = by e A1z = by. Siccome rg ;41(1) =3e
rg ﬁ? 2(1) = 4, le due rette sono sghembe.

20+ 3y —z =4, —3/2
Esercizio 10.22 TIlsistema{ z+y =0, ammette come unica soluzione Py = | 3/2 |;
r—z=1, —5/2
quindi 7 e r sono incidenti, e si intersecano nel punto F.
r=1t+s,
Esercizio 10.23 Equazione cartesiana x — y — z = 0, equazioni parametriche { y = ¢,
z=s.
r =1,
Esercizio 10.24 Equazione cartesiana 3z —y—2z = 0, equazioni parametriche < y = 3t — 2s,
z=Ss.

Esercizio 10.28 Siccome

det |A’1—O’ AL =0’ Ag—0’| =—1#0 e det |A’1’—O” Ay —0" Ag’—O”| =—6+#£0,
le quaterne di punti {O’, A}, A5, Ay} e {O”, AY, AY, A4} sono non complanari (vedi I’Esercizio
10.10), e quindi R’ e R” sono dei riferimenti affini. La matrice di cambiamento di coordinate affini
B'daR aRoe B = ’A/l -0 A, -0 L — O'| che abbiamo visto avere determinante
negativo; quindi Ro e R’ hanno orientazione opposta. Analogamente, la matrice B” di cambia-
mento di coordinate affini da R” a Ro ¢ B” = |A'1' - 0" A7 -0" AY —0"|, anch’essa
con determinante positivo; quindi anche Ro e R’ hanno orientazione opposta, e di conseguenza
R’ ¢ R” hanno la stessa orientazione. La matrice B di cambiamento di coordinate affini da R a
R e

1/3 —1/3 -1/3
B=(B"'B'=|1/6 —2/3 -1/6
-5/6 1/3 —1/6

(che ha determinante uguale a 1/6, confermando il fatto che R’ e R" hanno la stessa orientazione).

—1
Siccome O” — O’ = | 2 |, la formula di cambiamento di coordinate affini da R’ a R” &
—1
no__ 1, 1,./ 1,7
l’l—gfl}'l—gl‘g—gw;g—l,
o 1,1 2,/ 1./
) —g$1—§$2—6$3+27
"o 5./ 1./ 1,/
$37—6‘Tl+§$2—6$3—1.
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11 Esercizi del Capitolo 11: Prodotti scalari ed her-
mitiani

Esercizio 11.1  La prima e la quarta applicazione non sono prodotti scalari, le altre si. Le matrici

richieste sono

1 -1 0 o1 1 |-1 1 o0 1 0 0 400 0 37
-1 3 o, |1t o1, |1 -1 of, [0 =10, [0 0o 0.
0 0 =« 110 0 0 -1/ o 0 o |37 0 227

(, )2 & definito positivo, (,)s & indefinito e non degenere, (,)s & semidefinito negativo, (,)s &
indefinito e degenere, (, )7 & semidefinito positivo.

Esercizio 11.3  E una forma bilineare: infatti se p1, p2, p, 1. g2, ¢ € R, [t] e X € R abbiamo

(p1 +p2,9) = (p1 +p2)(0)q(0) + - -+ + (p1 + p2)(n)q(n)
= (p1(0) +p2(0 )) (0) 4 -+ -+ (pr(n) + p2(n))q(n)
= (p1(0)g(0) + - -- + p1(n)g(n)) + (p2(0)g(0) + - - - + p2(n)q(n))
= (p1,q) + (p2,9),
0)(q1 +q2)(0) + -+~ + p(n)(q1 + g2)(n)
0)(q1(0) + g2(0)) + -+~ + p(n) (g1 (1) + g2(n))
= (p(0)q1(0) + - - - + p(n)q1(n)) + (p(0)g2(0) + - - - 4 p(n)gz(n))
= (p,q1) + (P, q2),
(Ap, q) = (Ap)(0)q(0) + - - - + (Ap)(n)gq(n) = Ap
A(p(0)q(0) + +p(n)q(n)) =Xp,q
p(0)(Ag)(0) + - -~ + p(n)(Ag)(n) = p(0)Ag(0) + - - + p(n)Ag(n)
A(p(0)q(0) + +p(n)<J(n))

(P, a1 + q2) = p(
=p(

0)q(0) + -+ + Ap(n)q(n)

(p-Ag)

E simmetrica:

(@,p) = q(0)p(0) + - - - + q(n)p(n) = p(0)q(0) + - - - + p(n)q(n) = (p, q)

(nota che se avessimo verificato prima la simmetria avriemmo potuto risparmiarci due delle quattro
verifiche della bilinearita). Infine, (p,p) = p(0)? + --- 4+ p(n)? > 0 sempre, e (p,p) = Ose e
solo se 0, ..., n sono radici del polinomio p; ma I’unico polinomio di grado n con n + 1 radici ¢ il
polinomio nullo, per cui (p,p) = 0seesolose p =0, e (-,-) & definito positivo.

Esercizio 11.4 Essendo un polinomio omogeneo di grado 1 in v1 e w2 & lineare nella prima
variabile. Inoltre

(w, v)1 = 2w TT+2iw1 T3 — 26w VT +4w2T3 = 20101 + 2001Wz — 2002W1 + 4v2Ws = (v, w)1,
per cui & hermitiano e quindi risulta una forma sesquilineare. Siccome
(v,v)1 = 2|vl\2 + 24019 — 250207 + 4|v2\2
= 2(Jv1|* = 2Im(v12) + 2lv2f*) = 2(Jor|* — 2Im(0173) + [v2]* + [v2]*) > 0
per ogni v1,v2 € Ce (v,v)1 = 0sse v1 = vz = 0, & definito positivo. Invece (, )2 & semidefi-

nito positivo in quanto la disuguaglianza (v,v)s = 2(Jv1|*> — 2Im(v173) + |v2]?) > O per ogni
v1,v2 € C continua a valere, ma il vettore v di componenti v1 = 1, vo = —i verifica (v, v)2 = 0.

Esercizio 11.5

(A1p1 4 Xopa, @) = (Aip1 + A2p2)(0)g(0) 4+ (Mp1 + Aapa)(1)q(1) + (Aipr + Xap2)(i)q(i)
= A1p1(0)q(0) + Aip1(1)a(1) + Aipa(i)q(i)

+ A2p2(0)g(0) + A2p2(1)g(1) + A2p2(i)q(i) = Ai(p1, @) + A2 (p2, q)
per ogni A1, A2 € Ce p1,p2,q € Csa[t]. Inoltre

(q,p) = q(0)p(0) + q(1)p(1) + q(i)p(i) = p(0)q(

\_/
_|_
=

-
=
2
=
-
N
_|_
|
=
<
=
S
=
o~
=
I
—~
=
2
SH
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11 Esercizi del Capitolo 11: Prodotti scalari ed hermitiani 29

e quindi si tratta di un prodotto hermitiano. Infine (p,p) = [p(0)|* + |p(1)|* + |p(d)|*> > Oe
(p, p) = 0 se e solo se il polinomio p si annulla in 0, 1 e 4, dato che il suo grado vale al massimo 2
¢io puo accadere solo se € il polinomio nullo.

Esercizio 11.6

(A1 + Az, BY=tr(B" P(A; + A))=tr(B" PA; + B" PAs)=tr(B" PA,) + tr(B" PA»)
= (A1, B) + (A2, B)

perogni A1, A2, B € M2 2(R).
(M, B) = tr(B" P(AA)) = Mtr(AB" PA) = Atr(B" PA) = (A, B)
perogni A € Re A, B € M2 2(R).

(B,A) = tr(A"PB) = tr((A" PB)") = tr(B" PT A) = tr(B" PA) = (A, B)

Z allora

(A, A) = tr(ATPA) = a® + 2ac+2¢* +b* +2bd +2d° = (a+¢)? +c* + (b+d)* +d*> > 0.
Se poi (A, A) = 0alloraa+c=c=b+d=d = 0equindi A = O, pertanto si tratta di un
prodotto scalare definito positivo.

per ogni A, B € M>2(R), quindi si tratta di un prodotto scalare. Inoltre se A =

Esercizio 11.8 Grazie all’additivita nella prima e nella seconda variabile e alla simmetria, per
ogni v, w € V hai

(o4 w,0+ ) = (0,0 ) + (w,0 -+ w) = {0,0) + (o,0) + {,0) + (w, )
= <U7U> +2<U7w> + <w7w>7

da cui 'uguaglianza richiesta.

Esercizio 11.9  Grazie all’additivita nella prima e nella seconda variabile e alla hermitianita, per
ogni v, w € V hai
(vt w,vtw) = (v,v+w) + (w0 +w) = (v,0) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
= (v,v) + (v, w) + (v, w) + (w, w) = (v,v) + 2Re(v, w) + (w, w),

da cui la prima uguaglianza richiesta. Analogamente

(v + 1w, v +iw) = (v,v + W) + {w,v + w) = (v,v) —i{v,w) + i{w,v) + i - (—1)(w,w)

= (v,v) — i{v,w) + i(v,w) + (w,w) = (v,v) + i({(v,w) + (v, w)) + (w,w)
= (v,v) + (=2 Im(v, w)) + (w, w) = (v,v) + 2Im(v, w) + (w, w).

Esercizio 11.11 Siha
[o+w||* + [lv = w]|* = (v +w, v+ w) + (v —w,v—w)
<U7U> + <U7w> + <’UJ,U> + <w7w> + <U,U> - <’U,’LU> - (w,v) + <’LU,U}>

= 2(|[vl* + lw]|*) -

11 parallelogramma di vertici O, v, w e v + w ha due lati lunghi ||v||, due lati lunghi ||w||, e le due
diagonali lunghe rispettivamente ||v + w|| e ||v — w]|; quindi questa uguaglianza dice che la somma
delle aree dei quadrati costruiti sulle diagonali di un parallelogramma ¢ uguale alla somma delle
aree dei quadrati costruiti sui lati.

3eiteo

.. L es e
Esercizio 11.12  Una base ortonormale per (, )2 & 72,3, 7}, v

Esercizio 11.13 (%, wip) = oy (Vi o) = ooy (Vi vi)- Se i = j questa quantita
i j

lloall > Tl i T Mleallllegll

vale W(v“ v;) = 1,, se invece i # j trovi 0.
:
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Esercizio 11.14  Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt ai tre
generatori di V' otteniamo

1 5 5011 11 1 4
—1 1 1 =1 1| =1 “1 |2
Wi=lq], W2=h 1)1 1)1 1]~ |o| >

—1 1 1 =1 1| =1 ~1] |2
-3 31 |1 1] |1 1 3| |4 4] |4 40 10
c_ =31 /]3] |1 —1| =1 —1|_[/]-3] |2 2| |2 2| |0

W=\ 1 171 111 1 11700 0|’ [0 0|~ |o|

-3 —3| |-1 ~1| |-1 -1 -3 |2 2| |2 2l o

Il fatto che w4 = O significa che il terzo generatore di V' si ottiene come combinazione lineare degli
altri due; quindi dim V' = 2, una sua base ortogonale ¢ data da {w1, w2}, e una base ortonormale
¢datada B = {ui,u2} con

1/2 2/V6
w1 -1/2 wa 1/V6
U = — = s Uo = = .
P el T 28 w0
-1/2 1/vV6
Per completare B a una base ortonormale di R* applichiamo il procedimento di Gram-Schmidt ai
vettori {u1, uz, es, e4 }: ricordando che ||u1 || = ||uz|| = 1 otteniamo
—1/4 0
1/4 eq, W —1/2
ws=e3—(e3, u1)u1— (€3, uz)uz = 3?4 s Wa= eq—(eq, u1)ur— <€4U2>uz—7<<u;7 w33>> w3 = 0/ ;
1/4 1/2

il fatto di non aver ottenuto vettori nulli ci conferma che {u1, uz, es, e4 } era una base di R*. Quindi
{1, uz2, w3, ws} & una base ortogonale di R*, e una base ortonormale di R* che completa {1, u2}
e {u1, Uz, Uus, U4} dove

-1/2v/3 0
ws 1/2V/3 wy —1/V2
uz = = N Ug = = 0 .
[[ws]] V3/2 [[wall

1/2v/3 1/V2
Esercizio 11.15 Se v € V & ortogonale a U allora & ortogonale a ogni elemento di U, in
particolare a u; per j = 1,...,r. Viceversa,se v L ujperj =1,...,7, presou € U, esistono
Qait,...,qp taliche w = ajur + - - - + a,u,. Pertanto

(u,v) = {aqur + -+ + arr, v) = a1 {ur, v) + - + ar(ur,v) =0
e quindi v ¢ ortogonale a ogni elemento di U.

Esercizio 11.18

g(z,y) = g(z1e1 + -+ + Tnen, y1€1 + -+ + Ynen)
=x1g(er,y1e1 + -+ + Ynen) + -+ Tnglen,y1e1 + - + ynen)
= z1y19(e1,e1) + -+ z1yng(er, en) + -+ ny1g(en, 1) + - - + Tuyng(en, en)
=y’ Sz,

dove S € M, »(R) ¢ tale che nel posto (¢, j) compare g(e;, ;).

Esercizio 11.20 La matrice &

N O W
o N O
N O DN

Esercizio 11.23  Sia P la proiezione ortogonale sul sottospazio U = Im P. Dati v, w € V,
scriviamo v = P(v) + (v — P(v)) e w = P(w) + (w — P(w)). Per definizione di proiezione
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11 Esercizi del Capitolo 11: Prodotti scalari ed hermitiani 31

ortogonale, v — P(v) e w — P(w) sono ortogonali a tutti gli elementi di U, e quindi in particolare
sono ortogonali a P(v) e P(w); quindi

(P(v),w) = (P(v), P(w) + (w — P(w))) = (P(v), P(w))
= (P(v) + (v = P(v)), P(w)) = (v, P(w)),

per cui P ¢ autoaggiunto.

Esercizio 11.24 La matrice che rappresenta Py rispetto a B ¢ ,dovedimV =n

I, (0]
O On—r
e dimU = r perché su U la proiezione Py coincide con I’identita e su U™ con I’applicazione
nulla. Notiamo poi che la matrice B B & la matrice associata alla restrizione del prodotto scalare
su U rispetto alla base B1. Dato un vettore u € U e indicate con z le sue coordinate rispetto a
Bo, si ha che BTz contine i prodotti scalari dei vettori della base B; con u e quindi la matrice
P = B(BTB)™' BT sulle coordinate rispetto a By dei vettori di U agisce lasciandole invariate.
Dato invece un vettore w € U~ e indicate con y le sue coordinate rispetto a By, si hache BTy =0
e quindi la matrice P = B(BTB)™'BT sulle coordinate rispetto a By dei vettori di U~ agisce
annullandole. Pertanto P agisce sia sulle coordinate dei vettori di U sia su quelle dei vettori di U+
come voluto e quindi ¢ la matrice che rappresenta Py rispetto alla base By. Nel caso complesso il
ragionamento ¢ analogo.

Esercizio 11.25

<>\1’U1 + )\Qvg,w)T = (T()\1’U1 + )\21]2), w) = <)\1T(1)1) + )\2T(U2),U}>
AT (v1), w) + A2(T(v2), w) = A {v1, w)r + A2 (v2, w)r

perogni A1, A2 € R (0C)eognivi,vs,w € V. Inoltre (w, v)yr = (T'(w),v) =(T(v), w) = (v, w)r
per ogni v,w € V grazie al fatto che 7" ¢ autoaggiunto; pertanto ¢ un prodotto scalare Infine se
(v,w)r = 0 per ogni w € V, allora (T'(v),w) = 0 per ogni w € V e pertanto T'(v) = 0; il
nucleo di (, )7 coincide quindi con Ker 7', da cui segue che (, )7 ‘e non degenere se e solo se 7' &
invertibile.

Esercizio 11.26  Per ogni v, w € V hai
(Ty 0 T2)(v), (T © T2)(w)) = ((T1(T2(v)), (T2 (T2(w))) = (T2(v), T2(w)) = (v, w),

dove la prima uguaglianza ¢ frutto della definizione di composizione di applicazioni, mentre la
seconda e la terza sono dovute al fatto che 74 (rispettivamente 7>) ¢ un endomorfismo ortogonale
Analogamente (T} (v), Ty " (w)) = (Ty o Ty H(v), Ty o Ty H(w)) = (idy (v), idy (w)) = (v, w),
dove la prima uguaglianza viene dal fatto che 77 ¢ un endomorfismo ortogonale la seconda dal fatto
che T o T ' = idy e la terza dalla definizione di idy .

Esercizio 11.27 Dato che I,;' = I, = I, la matrice I,, & ortogonale. Se A € O(n), al-

lora A=* = A", prendendo I’inversa di ambo i membri e ricordando che (AT)~! = (A™H)T

ottieni che (A™")™' = (A™H7 e quindi anche A" € O(n). Se poi A, B € O(n) allora

(AB)™* = B7*A™! = BTAT = (AB)T e quindi O(n) & un gruppo. Se n > 1, basta con-
0 1 O 1 0 O

siderare le matrici [—1 0 O le|l0 -1 O |, entrambe ortogonali, per verificare che il
O O I, |0 O I,

prodotto non ¢ commutativo.

Esercizio 11.29 Infatti 1 = det I, = det(AAT) = det(A)det(AT) = det(A)?, dove
abbiamo usato il Teorema di Binet e il Corollario 9.7, da cui |det A| = 1. Il caso complesso &
analogo.

Esercizio 11.30  Siccome B; e B sono due basi, esiste un’unica matrice B € GL(n,R) tale
che Bv; = wj per j = 1,...,n (Proposizioni 5.2 e 7.4). Siccome le due basi sono ortonormali,
Lp ¢ un’isometria (Proposizione 11.17), e quindi B ¢ una matrice ortogonale (Corollario 11.19).

Esercizio 11.31  Grazie alla forma del prodotto scalare canonico per ogni z, y € R™ hai
(La(z),y) = y" Az, mentre (z, Lyr (y)) = (ATy) 2 = y" (AT) T2 = y" Az
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12 Esercizi del Capitolo 12: Geometria euclidea

Esercizio 12.4  cos(iom) = +:0-.

Esercizio 12.5 A seconda dell’orientazione scelta il coseno vale +-—1-

3v3°
Esercizio 12.6  cos(ior1) = 0.
r=It,
Esercizio 12.7 Le rette hanno equazioni parametriche { y = 1 + mt, le equazioni car-
—(l+m)t;
. l lz=0, =0, . . .
tesiane sono (+m)z+ 1z sel#0e N Il piano ha equazione cartesiana
mx —Il(y—1) =0, y+z=1

r =1,
z + y + z = 1 ed equazioni parametriche { y = s,

z=1—-1t—s.

Esercizio 12.8 Un’equazione cartesiana & 3z — Ty + z = 21; delle possibili equazioni para-
r=s,

metriche sono ¢ y =t ,
z=—3s+Tt+21.

xr =5t —2s — 49,
Esercizio 12.9 Equazione cartesiana z —5y+2z = —49, parametriche ¢ y = ¢,

zZ = S.

r+ 3y —4z=-20,

Sz +y— 37— 10 ; possibili equa-

Esercizio 12.10  Possibili equazioni cartesiane sono {

T =

55 (5t — 10) ,
zioni parametriche sono ¢ y = %(29:‘, —150) ,
=t.

Esercizio 12.11  cos(mom) = £4.

Esercizio 12.12 A seconda dell’orientazione scelta il coseno vale :tSI—\/lﬁ.

Esercizio 1213 cos(mom) = £ 5.

Esercizio 12.14 2.

Esercizio 12.15 Esiste sempre un piano parallelo a entrambe, mentre non esiste mai un piano
ortogonale a entrambe.

r=1,

izi 1 1 i . . . = 17
Esercizio 12.16 Equazioni parametriche { y = 1 + ¢, equazioni cartesiane {g i
z =1+ 3t; Y = 2Z.

Esercizio 1217 d(Po,m0) = 5 d(Po,m1) = Y8 d(Py,mo) = L2 d(Po,m) = 2.

Esercizio 12.18 @.

Esercizio 12.19 No. perché la distanza di Py dal piano & f la distanza di P, dall’origine &
V29, e si ha v/29 > j—% in quanto 29 - 62 > 400.

Esercizio 12.20  d(ro, 1) = 2.

14
VITT

Esercizio 12.22 -2y —2=0.

Esercizio 12.21
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Esercizio 12.24  d(r1,s) = .
2—2a
Esercizio 12.26 a—1]1.
0

Esercizio 12.27 S()\lvl + Ao ) = ()\1 V1 +)\2U2) AV = A1V1 AVg+A2V2 AVg = A1 S(Ul) +)\QS(U2)
per ogni A1, A2 € Rand vi,v2 € R3. La linearita di T & conseguenza di quella di S, del fatto che
il prodotto scalare canonico ¢ lineare nella prima variabile fissata la seconda e che la somma di ap-
plicazioni lineari ¢ lineare. Se vg = O, sia S sia 1" sono I’applicazione identicamente nulla, quindi
KerS=KerT =R ImS=Im7T = {O}. Se vg # O, allora Ker S = Rug, Im S = (Rvo)J‘,
KerT = {O} e ImT = R>.

13 Esercizi del Capitolo 13: Autovalori e autovettori

Esercizio 13.1 V) = Ker(T — Aidv); siccome T' — Aidy & un endomorfismo lineare, il suo
nucleo ¢ un sottospazio vettoriale. Se V= Vj, allora T = \idy.

Esercizio 13.2  A; & diagonalizzabile se e solo se k& = 0; B, & diagonalizzabile se e solo se
k # 3; C}, & diagonalizzabile per ogni k € R.

Esercizio 13.3  A; ¢ diagonalizzabile se e solo se k # 1 e k # 3; By, & diagonalizzabile se e
solo se k # 1; C}, ¢ diagonalizzabile per ogni k € R.

Esercizio 13.4 La matrice A, & diagonalizzabile se e solo se k> # 1, cioé se e solo se k # 1 e
k # —%(1 + 1/3i); By, & diagonalizzabile se e solo se k # 1 — i; C}, & diagonalizzabile se e solo
se k # 1; Dy, & diagonalizzabile se e solo se k # i.

Esercizio 13.5 A; & diagonalizzabile se e solo se k # =+i; By, diagonalizzabile se e solo se

k# -1
Esercizio 13.6  P,r(\) = det(A" — AL,) = det((A — A,)") = det(A — Al,) = pa(N).
A= (1] ;‘ ha autovettori e1, e1 + e, mentre A = H g' ha autovettori ez, e1 — e2.

Esercizio 13.8  Rispetto alla base {1,¢,t*,¢*} di Rs[t] 'endomorfismo T & rappresentato dalla

0 0 0 O
matrice 0 (1) (2) 8 . Quindi gli autovalori sono {0, 1, 2, 3} e gli autospazi sono Vy = Span(1),
0 0 0 3

Vi = Span(t), Vo = Span(t?) e V3 = Span(t®).

Esercizio 13.9  Rispetto alla base {1,¢,¢,t*} di R3[t] I’'endomorfismo T & rappresentato dal-

01 2 0
.0 0 2 0 S N N .
la matrice 00 0 9 Quindi 'unico autovalore ¢ 0 che ha molteplicita algebrica 4 e geo-
0 0 0 O

metrica 1, per cui 7" non ¢ diagonalizzabile. L’autospazio relativo all’autovalore O ¢ generato dal
polinomio 1.

Esercizio 13.10 Perognia € R.

Esercizio 13.11  Rispetto alla base{ 1 ool'lo ol'lo 1

3 3

(1) 8' ‘0 0'7‘0 1’7‘0 O’}l’endomorﬁsmoTé

0
rappresentato dalla matrice g . Gli autovalori di 7" sono 1 e 9, entrambi con molte-

4
0
0
a

o hwoo

7
plicita algebrica e geometrica 2, ui 7' ¢ diagonalizzabile. Una base dell’autospazio relativo

all’autovalore 1 ¢ data da { E 0

N 1 0/ [0 1
Qedatada{‘2 0',‘0 2}.

72‘ }; una base dell’autospazio relativo all’autovalore
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Esercizio 13.12 Autovalore 0; base di autovettori I, A.

Esercizio 13.13 Se 7' = )\ idy, la matrice associata a T rispetto a ogni base & data da Ao/,
dove n = dim V/, quindi T & diagonalizzabile. Viceversa, se T' & diagonalizzabile e sp(7T") = { o},
allora la molteplicita geometrica dell’unico autovalore Ao deve essere uguale a n, cio¢ dim Vi, = n;
pertanto Vi, = V' e quindi 7'(v) = Aov per ogni v € V, il che provache T' = Ao idv.

Esercizio 13.14 ¢; + - - - + e, ¢ un autovettore non nullo relativo all’autovalore 1.

Esercizio 13.15 0 € sp(SoT') se e solo se det(SoT") = 0; poiché det(SoT") = det Sdet T =
detT'det S = det(T 0 S), allora0 € sp(SoT)seesolose0 € sp(ToS).Se Ao # 0 appartiene
asp(SoT),stavg € V\ {O} tale che (S o T')(vo) = S(T'(vo)) = Aovo; allora T'(vg) # O e
(T 0 S)(T(vo)) = T(Aovo) = XoT'(vo), pertanto Ao € sp(T o S); scambiando i ruoli di S e T si
ottiene immediatamente anche 1’altra inclusione, da cui sp(S o T') = sp(T o S).

1 0

Esercizio 13.16 A = ‘0 1

Esercizio 13.17  Poiché lo spazio £(V, V') ha dimensione n - n = n? e gli endomorfismi idy,,
T, T2, ... ,T"2 sono in tutto n® + 1 > n? esistono \o,...,\,2 € K non tutti nulli tali che
A2T™ 4 -\ T + Aoidy = O. Posto q(t) = Ay2t™ + -+ A1t + Ao, abbiamo individuato
un polinomio di grado < n? tale che ¢(7") = O; basta allora prendere p(t) = ¢’ —deg 9q(t) per
ottenere il polinomio richiesto.

Esercizio 13.18 Se la matrice associata a T rispetto alla base B ¢ D diagonale, allora la matrice
associata a p(7T") rispetto alla stessa base & p(D) che & anch’essa diagonale perché somme e potenze

di una matrice diagonale sono ancora diagonali. Il viceversa non & vero perché A = ‘8 (1) non ¢
. . . 2 |0 0], .
diagonalizzabile, ma A° = 0 0 loe.

con U = Span (e1).

Esercizio 13.21 7T =L, :R? — R? dove A = ‘8 (1)

Esercizio 13.22
Autovalori: 13 + 1/170; autovettori: (—11 & 1/170)e; + Tes.
Autovalori 2 (singolo), 1 (doppio); autovettori: 6e; — 4e2 + ez; —3e1 + 2es3, —2e1 + ea.
Autovalori: 1, %(3 + Z\ﬁ) € C; autovettori: e1; (—9 £+ i\ﬁ)el +2(=3 £ ivT)ez + 4es.
Autovalori: —5 (singolo), —1 (doppio); autovettori: —e; — 2e2 + e3, —e1 + e3, 2e1 + ea.
Autovalori: 2 (singolo), —1 (doppio); autovettori: —2e; — ez + e3, —2e2 + e3, €;.
Autovalori: 2, 1, 0; autovettori: e; + es, e1 — e2 + e3, —e1 + es.
Autovalori: 1 (molteplicita algebrica 3, geometrica 2); autovettori: e, ea.
Autovalori: 2 (singolo), 1 (molteplicita algebrica 3, geometrica 2); autovettori: ex+e3, 2e2+e3, €1.
Autovalori: 2, 1, 1; autovettori: e1 + ez, (—2 + i)ez + e4, 2e1 + 3es
Autovalori: 2 (molteplicita algebrica 3, geometrica 1); autovettori: e;.

La prima, la seconda, la quarta, la quinta e la sesta sono diagonalizzabili su R.

Oltre alle precedenti, la terza e la nona sono diagonalizzabili su C.

Esercizio 13.26 Sia B € GL,(C) tale che A’ = B~'AB, ovvero BA' = AB. Posto
B = P +iQ con P,Q € My, »(R) allora separando parte reale e parte immaginaria si trova
PA" = AP e QA’ = AQ, per cui (P + tQ)A" = A(P + tQ) per ogni t € R. Basta quin-
di trovare to € R tale che P + ¢o(Q) sia invertibile per ottenere la matrice B cercata. Siccome
p(t) = det(P + tQ) & un polinomio in ¢ di grado al massimo n e p(i) = det B # 0, abbiamo
che p(t) si annulla al massimo in 7 valori reali. Preso dunque ¢y € R tale che p(to) # 0, allora
B =P+ ty@Q = B € GL,(R) & una matrice che soddisfa quanto richiesto.

Esercizio 13.27 Dato v € V, si pud scrivere v = v — T'(v) + T'(v). Poiché T? = T, allora
v—Tw) € KerT = Vpe T(v) € Ker(T —idy) = Vi; pertanto V = Vp & Vi e quindi T &
diagonalizzabile.
Esercizio 13.28 Dato v € V, si pud scrivere v = (v 4+ T'(v)) + (v — T(v)). Poiché
T? =idy, allora (v + T(v)) € Vie 2 (v — T(v)) € V_1; pertanto V = V1 & V_1 e quindi T' &
diagonalizzabile.
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Esercizio 13.30  Se vo # O & un autovettore relativo a Ao # 0 allora vg = A—loT(vo) = T(K—g) elmT.

Se I’endomorfismo 1" ¢ diagonalizzabile, indicati con A1, ..., Ay gli autovalori non nulli di 7', si
ha V.=V, @ --- ® Vi, ® KerT perché KerT' ¢ I'autospazio relativo a(ll’eventuale) auto-
valore Ao = 0. Poiché Im 7" & un sottospazio vettoriale di V e Vi,,..., V), C Im7T, allora
Vi, @ ---@®Vy, € ImT e il calcolo delle dimensioni di tali sottospazi assicura che, grazie al
teorema della dimensione, Vy, @ --- @ Vi, = ImT, per cui V = ImT @ Ker T Per provare

che il viceversa non & vero, basta considerare T = L4 : R? — R? con A = ; in questo

1 1
0 1
caso Ker T = {O} e ImT = R? e quindi Im T e Ker T sono supplementari in R?, ma 7" non &
diagonalizzabile.

14 Esercizi del Capitolo 14: Il teorema spettrale

Esercizio 14.1 1l Teorema spettrale dice che esiste una base ortogonale che diagonalizza una
matrice quadrata se e solo se la matrice ¢ simmetrica; quindi nel nostro caso 1’unica matrice per
cui non esiste ¢ la quarta, I’unica non simmetrica. Per le altre matrici, le basi cercate si ottengono
calcolando prima gli autovalori, poi i relativi autospazi, e infine prendendo una base ortonormale
di ciascun autospazio (se I’autospazio ha dimensione 1 questo ultimo passaggio si riduce a trovare
nell’autospazio un autovettore di lunghezza unitaria). Usando questo procedimento, possibili basi
ortonormali che diagonalizzano le matrici indicate sono, nell’ordine:

1 -2-v3| | |1 1 —2+3 Lo 1Bl e
7_1_\/§77_177_1+\/§ ) T O 77071 )
124+6vV3| 1 V3|1 12-6vV3| 1 V10| 3| V10 |1] |o
[ S - AN W B A e O 6 A A 4 A e
42 — 221 1ﬁ21_17\/42+2\/21‘ﬁ+17\/5 ol 1232223 ¢ 23| 3
1 1 -1 -1 2 2 -1
1 1 1 1 1 1 1
7077 277 2 [ 07 \/5> 577 0
\/512{12\( V5| 9 {101 10\( 5|9
Esercizio 14.2 7T =L, :R?> - R%dove A = ‘ 1| €vo = e

Esercizio 14.3 Sia A\ € R un autovalore di un endomorfismo ortogonale A, e sia v # O un
autovettore di autovalore A. Allora

[oll* = (v, v) = (Av, Av) = (v, Av) = X||o]®
percui A> = 1, ciog A € {—1,1}.
Esercizio 14.4 Se A ¢ diagonalizzabile, allora sp.(A) = spg(A) e quindi dall’esercizio pre-
cedente sp(A)c C {1, —1}. Viceversa se sp(A)c C {1,—1} allora sps(A) = spg(A) e quindi
A & triangolabile; dal Corollario 14.8 segue che esiste U € O(n) tale che U"'AU = T con T
triangolare superiore con 1 e —1 sulla diagonale. Essendo O(n) un gruppo, ne segue che 7" & an-

ch’essa ortogonale e quindi anche sotto la diagonale principale deve avere tutti 0. Si tratta quindi di
una matrice diagonale e pertanto A & diagonalizzabile.

Esercizio 14.7 Ricordando che il determinante di una matrice & uguale al determinante della
sua trasposta otteniamo

pa(\) = det(A — \I,,) = det(AT — XI1) = det(—A — AL,)
= det((—1)(A = (=\)I)) = (=1)" det(A — (=\)In) = (=1)"pa(=A) .
In particolare abbiamo det A = pa(0) = (—=1)"pa(—0) = (—1)" det A, e quindi se n & dispari
segue che det A = 0.

Esercizio 14.8 Se \o & un autovalore di 7, la condizione 7% = 1 implica A= 1, pertanto
Ao = =1, essendo Ao reale. Gli autospazi di 1" possono quindi essere soltanto quelli relativi agli
autovalori 1 e —1. Poiché 7' ¢ diagonalizzabile, si ha V' = V; & V_; (eventualmente con uno dei
due sottospazi dato dal solo vettore nullo), da cui T2 = idy.
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Esercizio 14.9 Se )\ & un autovalore di 7T, la condizione T* = O implica A =0, pertanto
Ao = 0. Poiché T ¢ diagonalizzabile, siha V = Vj, dacui T = O.

Esercizio 14.10 Se vy € R™ \ {O} & un autovettore relativo all’autovalore Ao si ha

)\0”110”2 = (Aovo, vo) = (Avo, vo) = vg Avg = —vg(—A)vo = —UOT(A)T'UO
= —(Avo) " wo = —(vo, Avo) = —(vo, Aovo) = —Ao|[vo|?,
da cui, essendo vy # O, ottieni A\g = —\¢ e quindi Ao = 0.

Esercizio 14.11  Se Ao € sp(A), allora \J € sp(A?). Poich’e A? & simmetrica, allora A\j € R.
Hai quindi che Ao € R, il che non puo essere per I’esercizio precedente, oppure Ao € iRR.

Esercizio 14.12 Se AT = cA, allora A = (AT)T = (cA)T = ¢(AT) = c(cA) = 2A.
Essendo A non nulla, si ottiene ¢ = 1 e quindi ¢ = +1.
Esercizio 14.13  Dall’ipotesi segue che per ogni v, w € R™ si ha
0= (La(v+w),v+w) = (La(v),v) + (La(v),w) + {La(w),v) + (La(w),w)
= (La(v),w) + (La(w),v) = (La(v),w) + (v, La(w)) .

Quindi per ogni v, w € R" si ha w” Av = —(Aw)Tv = —w” AT v, da cui segue che —AT = A,
cioe A ¢ antisimmetrica.

Esercizio 14.14 Essendo A simmetrica, esiste U € O(n) tale che U AU = D, dove
dy Vdy
D= - diagonale. Prendendo B=U"'AU¢€ M, ,,(R) dove A= .
dn Vd,

¢ la matrice diagonale sulla cui diagonale ci sono le radici cubiche degli elementi della diagonale

di D, si trova una matrice tale che B® = A. Se A = (1) _01' non esiste C' € M 2(R) tale che
C? = A perché det A = —1 non pud essere uguale a det(C?) = (det C')? per alcuna matrice a

coefficienti reali.

Esercizio 14.15 Per la prima matrice e, %(ez — 2e3), % (2e2 + e3); per la seconda es, es,
1

\/5(61 + ea), %(61 — eq); per la terza non esiste.

Esercizio 14.16  Ricorda che una matrice ¢ triangolabile su R se e solo se i suoi autovalori sono
tutti reali; che & diagonalizzabile su R se e solo se i suoi autovalori sono tutti reali e con molteplicita
algebrica uguale alla molteplicita geometrica; e che ¢ diagonalizzabile da una base ortonormale se
e solo se ¢ simmetrica.

Il polinomio caratteristico della prima matrice & (1 — A\)(A\? — ab); quindi la matrice & trian-
golabile se e solo se ab > 0, diagonalizzabile da una base ortonormale se e solo se a = b, e
diagonalizzabile se e solo se ab > 0 oppure a = b = 0. Se ab > 0 una base che la diagonalizza

1 0 0

1 1
o Viram |V e (VY
che la diagonalizza. Se b = 0 la base canonica la triangolarizza (e la diagonalizza rispetto a una
base ortonormale se @ = b = 0). Infine, se @ = 0 ma b # 0 una base che la triangolarizza ¢
{61, €3, 62}-

11 polinomio caratteristico della seconda matrice & (1 — \)(A\* — (1+a)A +a+b— 1); quindi
la matrice & triangolabile se e solo se A = a* — 2a + 5 — 4b > 0, ed & diagonalizzabile da una
base ortonormale se e solose b = —1. Se a®> —2a +5—4b > 0e b # 1 allora i tre autovalori sono
distinti, per cui la matrice ¢ diagonalizzabile. Se b = 1, I’autovalore 1 ha molteplicita algebrica 2
(o addirittura 3 se @ = 1) ma molteplicita geometrica 1, per cui la matrice non ¢ diagonalizzabile.
Sea? —2a+5—4b = 0eb # 1 allora I'autovalore (1 + a)/2 ha molteplicita algebrica 2 ma
molteplicita geometrica 1, per cui la matrice non ¢ diagonalizzabile. Se A > 0 una base che la
triangolarizza (e che la diagonalizza se b # 1 e la diagonalizza rispetto a una base ortonormale

N

e b| p;se a = b questa ¢ anche una base ortonormale

—b -2 -2

— p- 1 1 _ I S _ _
seb=—1)¢ T (1) Y TRy~ 1 a2—|—\/Z, PEwEI—F 1 a2 VA
—1 —1 0
Seb=1lea # lalloraA = (a—1)? > 0 e unabase che la triangolarizzag { | 0 |,|1 —al, |0
1 1 1
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—1| 10| |0
Se b =1 = aallora A = 0 e una base che la triangolarizza & 01,|1],|0] ».Infine,se A =0
1] (0] |1
—b -2 0
e b # 1 allora una base che la triangolarizza & 0/,|1—al,|0
1 2 1

11 polinomio caratteristico della terza matrice & (a — t)(t — 2)¢; quindi la matrice & sempre
triangolabile, ed & diagonalizzabile da una base ortonormale se e solo se b = 0. Se a # 0, 2 allora
i tre autovalori sono distinti, per cui la matrice ¢ diagonalizzabile. Se b # 0 ea = 0 oppure a = 2
allora 1’autovalore a ha molteplicita algebrica 2 ma molteplicita geometrica 1, per cui la matrice
non ¢ diagonalizzabile. Una base che la triangolarizza (e che la diagonalizza se a # 0, 2, rispetto

0 0 ala—2)

=0 21,21 L —1)| .
a una base ortonormale se b = 0) &  — V= [ e b(ab )| p.Se

a = 0 0 a = 2 una base che la triangolarizza (e la diagonalizza rispetto a una base ortonormale se

0 0] 1
b=0)ed L |1, L |-1],]|0
V2ITV2 1 o

Il polinomio caratteristico della quarta matrice & (b — t)(t> — 2t 4+ 1 — a); quindi la matrice &
triangolabile se e solo se a > 0, e diagonalizzabile da una base ortonormale se e solo se a = 1. Se
a>0eb# 1+ /aitre autovalori sono distinti, per cui la matrice & diagonalizzabile. Se a > 0 e
b = 1++/a’autovalore b ha molteplicita algebrica e molteplicita geometrica 2, per cui la matrice &
ancora diagonalizzabile. Se a = 0 e b # 1 I’autovalore 1 ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita
geometrica 1, per cui la matrice non ¢ diagonalizzabile. Infine, se @ = 0 e b = 1 I’autovalore 1 ha
molteplicita algebrica 3 e molteplicita geometrica 2, per cui la matrice non ¢ diagonalizzabile. Se
a > 0 una base che la triangolarizza (e diagonalizza, e diagonalizza rispetto a una base ortonormale

-1 1 0
sea=1)e{ ———|0|,—L=1| 0 [,|1] }.Infine, se a = 0 la base canonica la triangolarizza.
1+a 14+a g
Vva Val |0

I polinomio caratteristico della quinta matrice & (a—t)(t*> —at —a”—1); quindi i tre autovalori
sono sempre distinti, per cui la matrice & sempre diagonalizzabile, e non ¢ mai diagonalizzabile da
una base ortonormale perché non & simmetrica per alcun valore di a. Se a # 0 una base che

a?+a+2 la+2+vBa2+4| la+2—V5aZ+4
0

la diagonalizza ¢ —a? -1, , 0 , mentre se a = 0
a 2a 2a
1) (1] -2
una base che la diagonalizza ¢ ¢ |0|,(0{,| 1
0 10
Esercizio 14.18 A= ‘ P ! ‘

3p—p2—2 3—0p

Esercizio 14.19 Se det A < 0, allora pa(\) = A\? — tr A\ + det A ha discriminante stret-
tamente positivo e quindi radici reali e distinte, pertanto ¢ diagonalizzabile. Se det A = 0, allora

0 1 non ¢ triangolabile

pa(\) = A2 — tr AX ha radici reali, quindi & triangolabile. B = 1 0

perché ps(\) = N2 +1eC = non ¢ diagonalizzabile perhé I’unico autovalore ¢ 0 con

0
0 0
molteplicita algebrica 2 e molteplicita geometrica 1.

Esercizio 14.20 Per ogni v, w € V abbiamo

<Su(7_)), w> = <U - 2<’U, u>u7 w> = <an> - 2<'U,'LL><'LL, w> = <U, w — 2<w7u>u> = <U7 Su('LU)>,
per cui .S, € simmetrico. Poi

(Su(v),Su(w)) = (v—2(v,u)u, w—2{(w,u)u) = (v,w)—4<w,u)<v7u)+4(v,u><u)7u>\|u|\2: (v,wy,

per cui S, & un’isometria. Infine, S, (v) = v per ogni v € Vi e Sy (u) = —u; quindi una base
ortonormale di autovettori di S,, si ottiene aggiungendo u a una base ortonormale di V7.
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2 _§ é —5V6 —10v/6 5v6
Esercizio 1421 A=|-2 -1 3 U= 1-12v/5  6V5 0 |
3 2 3 V30 2v30 5v30

Esercizio 14.25 Siano A1, ..., A\, > 0 gli autovalori di A. Allora dal Corollario 13.5 si ha che
det A=A - Apetr A= A + -+ \y. Quindi la disuguaglianza di Hadamard & equivalente a

O )" < =+ 4 M)

1
n
che ¢ la classica disuguaglianza fra la media geometrica (a sinistra) e la media aritmetica (a de-
stra). Per completezza, ne riportiamo qui la dimostrazione. Se anche uno solo dei A\; ¢ nullo la
disuguaglianza ¢ ovviamente verificata; supponiamo allora che siano tutti positivi, e procediamo
per induzione su n. Per n = 1 non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo allora che la disuguaglian-
za sia verificata per n — 1 numeri, e cerchiamo di dimostrarla per n. Indichiamo con « la media
aritmetica di A\i,..., Ap. Se Ay = -+ = A\, = « allora la disuguaglianza ¢ banalmente verificata
(ed ¢ anzi un’uguaglianza). Se invece i A; non sono tutti uguali, ce ne dev’essere uno pill grande di
« e uno pit piccolo di a; a meno dell’ordine possiamo supporre che A\,, > a > A,,—1. Poniamo
= An + An—1 — o, in modo da avere

pet — An—1An = A1+ A — @)a — A1 = (A — @) (@ — Apm1) > 0.

Siccome p1 > \,, —a > 0, possiamo applicare I’ipotesi induttiva agli n— 1 numeri A1, ..., An—2, i,
ottenendo

(Ap--- )\nfzu)l/(n_l) < ﬁ()\l +oo Aot p) .
Ora, \1 + -+ + An—2 + 4t = na — a = (n — 1)a; quindi abbiamo
Q" t > “An—2ji .
Moltiplicando entrambi i membri per o > 0 e ricordando che pa > A, —1 A\, otteniamo
a > A Ap—a(pa) > A Ap—2An—1An
che ¢ la disuguaglianza cercata.
Esercizio 14.27 (,): ¢ semidefinito positivo, (, )2 ¢ definito positivo.

Esercizio 14.28 1l polinomio caratteristico di questa matrice &
p(\) = =\’ 4+ (26 + 9)N* — (11a + 3)t — 4(a + 1).

Per il Teorema 14.10 e il criterio di Cartesio, la matrice ¢ definita positiva se e solo se i coefficienti
di questo polinomio hanno segni alternati. Siccome il coefficiente di t* & —1 < 0, la matrice &
definita positiva se e solo se 2a +9 > 0, —(11la + 3) < 0 e —4(a + 1) > 0. Risolvendo queste
disequazioni troviamo a > —9/2,a > —3/11 e a < —1, che sono incompatibili; quindi il prodotto
scalare rappresentato da questa matrice non € mai definito positivo.

Esercizio 14.30 Poiché A e A’ sono congruenti, esiste C' € GL,(R) tale che A’ = CTAC,
da cui det A’ = det(CT) det Adet C = (det C)* det A; pertanto det A e det A’ sono concordi.

Esercizio 14.31 Sia BBy una base ortonormale per (, )o: rispetto ad essa la matrice associata a
(, )o & I'identita, mentre la matrice associata A a (, )1 & simmetrica. Il Corollario 14.4 garantisce
Iesistenza di U € O(n) tale che U~ AU & diagonale; quindi la base 3 tale che U & la matrice del
cambiamento di base da By a BB & ortonormale per (, )o e ortogonale per (, )1.

Esercizio 14.32  Osserviamo innanzitutto che S & definita positiva se e solo se ha tutti gli au-
tovalori positivi. Se S ha tutti gli autovalori positivi, essendo simmetrica esiste U € O(n) tale che
S = U~'DU con D diagonale che ha sulla diagonale tutti gli autovalori di S. Basta allora prendere
C = U—1AU, dove A diagonale che ha sulla diagonale le radici quadrate degli autovalori di S
per ottenere S = C? con C' simmetrica. Viceversa, se S = C? per una opportuna C' simmetrica,
allora fra gli autovalori di S ci sono tutti i quadrati degli autovalori di C'; essendo C' simmetrica,
tale matrice ha n autovalori reali contati con la loro molteplicita e quindi S ha n autovalori reali
positivi contati con la loro molteplicita.
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15 Esercizi del Capitolo 15: Coniche e quadriche

Esercizio 15.1 (1) (z — 1)2 + (y — 2)? = 0.

Quy=a*—4.
12 y2 _ 1
B E+5 =1
(4) zy = —6.
- N . - . r=4,
Esercizio 15.2 1) E la retta di equazioni parametriche {y P

-2+ 1t

(2) E la retta di equazioni parametriche {x o
Yy=—at.

X . . =54 gt
(3) E aretta di equazioni parametriche 2

(4) E a retta di equazioni parametriche {a: B
y =

Esercizio 15.3 S ¢ simile alla matrice diagonale che ha tutti 0 sulla diagonale, quindi alla
matrice nulla ed & pertanto anch’essa nulla. Se A,, avesse tutti gli autovalori nulli, allora sarebbe la
matrice nulla e quindi il polinomio p sarebbe di grado 1.

Esercizio 15.5 Tutte le coniche dell’Esempio 15.3 sono a centro salvo (c) (parabola); tutte le
quadriche dell’Esempio 15.4 sono a centro salvo (e), (f) e (I) (paraboloide ellittico, paraboloide
iperbolico, cilindro parabolico).

Esercizio 15,6 (a)rgA = 3,det A = —1, rg A2 = 2, det A> = 1, indefinito, definito;
(b)rgA = 3,detA = 1, rg As = 2, det A, = —1, indefinito, indefinito; (¢c) rg A = 3,
det A = —i, rg As = 1, det A2 = 0, indefinito, semidefinito; (d) rg A = 3, det A = 1,
rg A2 = 2, det A2 = 1, definito, definito; (e) rg A = 2, det A = 0, rg As = 2, det Ay = —1,
indefinito, indefinito; (f) rg A = 2, det A = 0, rg As = 2, det A2 = 1, definito, semidefinito; (g)
rg A =2,det A=0,rg A = 1, det A2 = 0, semidefinito, indefinito; (h) rg A = 2, det A = 0,
rgAs = 1, det A2 = 0, semidefinito, semidefinito; (i) rgA = 1, det A = 0, rg A2 = 1,
det A2 = 0, semidefinito, semidefinito. In nessuna coppia si trovano gli stessi valori di rg A, rg As
e segni dei prodotti scalari, quindi non esitono coppie di conche affinemente equivalente nella lista.

1 3/2 4

Esercizio 15.8 Le matrici associate alla prima conica sono rispettivamente A=|3/2 1 7/
4 7/2 0

1 3/2

e A = ‘3/2 1 ‘

. Siccome det A = 55/4 # 0 e det A2 = —5/4 < 0, la conica & un’iperbole.
-2
le rette passanti per C' con vettori direttori autovettori di .A2; quindi hanno equazioni parametriche

r=—-1+1¢t, . r=—-1+1t,

. Gli assi sono

Il suo centro C' ¢ la soluzione del sistema Asxz = — ‘7;12', equindi e C' =

2 5/2 —3/2

Le matrici associate alla seconda conica sono A = | 5/2 14 9 |eAdx= 2 52
5/2 14
-3/2 9 0
Siccome det A = —261 # 0 e det A2 = 87/4 > 0, la conica & un’ellisse. Il suo centro C' & la
soluzione del sistema Az = — '_?é/ 2 ,equindie C' = 1l Gli assi sono le rette passanti per C'
o . o o . . =2+ 1t,
con vettori direttori autovettori di .A2; quindi hanno equazioni parametriche 1 ft
Yy=—- )

r=2-—5t,
y=—-1+4+t.

Esercizio 15.10 z? +4® — 1 =0, centro (—2,1), assi 2z + 5 =ye x + 2y = 0.
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3 3 -1
Esercizio 15.11 Le matrici associate alla prima conica sono A=| 3 5 —2leAx= ‘g g'
-1 -2 =2
Siccome det A = —17 # 0 e det A2 = 6 > 0, la conica ¢ un’ellisse reale, di forma canonica affine
2 2 _
z24+y°—1=0.
0 1/2 1/2 0 1/2
Le matrici associate alla seconda conica sono A = |{1/2 0 —3/2|e Az = ’1/2 0 ‘
1/2 -3/2 4
Siccome det A = —7/4 # 0 e det. A2 = —1/4 < 0, la conica & un’iperbole, di forma canonica
affine % —y? — 1 =0.
1 3 0 1 3
Le matrici associate alla terza conica sono A = |3 2 21e A = ‘3 2‘. Sicco-
0 2 -1
me det A = 3 # 0 e det Ay = —7 < 0, la conica ¢ un’iperbole, di forma canonica affine
22—y —1=0.
4 2 =2 4 9
Le matrici associate alla quarta conicasono A = |2 1 1 |e Ay = ’2 1‘. Siccome
-2 1 1

det A = —16 # 0 e det Ay = —0, la conica & una parabola, di forma canonica affine 2> — y = 0.

Esercizio 15.12 Non degenere se e solo se k # —5, forma canonica affine 22 +y? — 1 = 0 se
E>-5,2°+1y*+1=0sek < —b.

Esercizio 15.13 &k < —1e k > 1 ellisse (reale), k = =+1 parabola, 0 < |k| < 1 iperbole,
k = 0 coppia di rette reali incidenti; k < —1le —1 < k < % iperbole, £ = —1 coppia di rette
reali incidenti, k£ = % parabola, k& > % ellisse (reale); non definita se k < 0, £ = 0 coppia di rette
reali coincidenti, 0 < k < % ellisse (reale), k = % coppia di rette immaginarie incidenti, k > %
ellisse immaginaria; k£ < 4 iperbole, & = 4 coppia di rette immaginarie incidenti, k& > 4 ellisse
immaginaria.

Esercizio 15.14 paraboloide ellittico, paraboloide ellittico, iperboloide iperbolico (a una falda),
iperboloide ellittico (a due falde), iperboloide iperbolico (a una falda), iperboloide iperbolico (a una
falda), iperboloide iperbolico (a una falda).

2
Esercizio 15.15 Le matrici associate alla prima quadrica sono A = g
0

w
~ O N Ut
(]

5 2 0

2 2 0]. Siccome det A = —6 # 0, la quadrica & non degenere. Siccome rg.As = 2,
0 0 0

la quadrica & un paraboloide. Il polinomio caratteristico di Az & —A\* 4+ 7A? — 6.; il criterio

di Cartesio allora ci dice che .43 ha due autovalori positivi, per cui la quadrica & un paraboloi-

Az =

de ellittico, di forma canonica affine 2 + y?> — z = 0. Una base ortonormale di autovettori
2 —1] |0 x T
di Az e % 1 7\% 2 |,|0| »; effettuando il cambiamento di coordinate |y’| = BT |y|, do-
9 (3} /7
0 0] |1 z z
2/ —1/V/5 0
ve B = (1/v/5 2/+/5 0| ¢ lamatrice che contiene per colonne i vettori della base trovata,
0 0 1
I’equazione della quadrica diventa
6 3
6Il2+ l2_‘_7:1:/_7/_22/:07
@)+ )+ e =y
dove {6, 1,0} sono gli autovalori di .As, e i coefficienti dei termini di primo grado sono ottenuti cal-
1
3 6 / \/5 X I = .Z'/ + m )
colando B” | 0 | = |~3//5|. Applicando ora il cambiamento di coordinate { Y’ =y’ — % ,
-2 -2 Z/ _ Zl
e poi dividendo per 2 come indicato nel caso (D.2), I’equazione della quadrica diventa
1 3
3(X)? + 5(Y’)2 . 5=0.
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= \/gX ! )
Effettuando infine il cambio di coordinate { Y = %Y’ , I’equazione della quadrica arriva
" — 7! + 3
= s,

alla forma canonica affine (X”)* + (Y")® — Z" = 0. Riassumendo, un cambio di coordinate che
riduce la quadrica in forma canonica affine si ottiene componendo i cambi di coordinati indicati, e
quindi ¢ dato da

X” % (2z+y+1),
=5 (et —3)
Z2"'=2+43
1 0 1 V2/2
Le due matrici associate alla seconda quadrica sono A = 0 L 0 ! e
1 0 1 3v/2/2
V2/2 1 3v2/2 3

Az =

. Siccome det A = 3 (% — 1) # 0, la quadrica ¢ non degenere. Siccome

— o =
o O
_ O

rg A3 = 2, la quadrica & un paraboloide. Il polinomio caratteristico di A3z & —\* 4+ 3A? — 2);
il criterio di Cartesio allora ci dice che A3 ha due autovalori positivi, per cui la quadrica & un
paraboloide ellittico, di forma canonica affine 2 4% — z = 0. Una base ortonormale di autovettori

1} |-0 -1 ' T
di Az e % of,| 11, % 0 ; effettuando il cambiamento di coordinate y: = BT |y|,
1 1 z z
1/V2 0 —1/V2
dove B=| 0 1 0 ¢ la matrice che contiene per colonne i vettori della base trovata,
1/vV2 0 1/V2

I’equazione della quadrica diventa
22 4+ (v') 4+ 40" + 20 +22' +3=0,

dove {2,1,0} sono gli autovalori di As, e i coefficienti dei termini di primo grado sono ottenuti

\/5 4 X "= m/ +1 )
calcolando BT | 2 | = |2|. Applicando ora il cambiamento di coordinate { Y' =4’ +1, e
3V2 2 7 =7,
poi dividendo per —2 come indicato nel caso (D.2), I’equazione della quadrica diventa
1
—(X')? - i(yz)g 7 —0.
X” — X/
Moltiplicando per —1 ed effettuando infine il cambio di coordinate { Y = %Y’ ,  I’equazione
" — _ 7
- )
della quadrica arriva alla forma canonica affine (X”)? + (Y”)> — Z” = 0. Riassumendo, un

cambio di coordinate che riduce la quadrica in forma canonica affine si ottiene componendo i cambi
di coordinati indicati, e quindi & dato da

o1 1
V' =(y+1).

" ? 1
Esercizio 15.16 Per £ < —1 iperboloide ellittico, per k = —1 cono reale, per k& > —1
iperboloide iperbolico.
1 2t 0 0
. . . . 2k 1 0 0
Esercizio 15.17 Le due matrici associate alla quadrica sono A = 0 0 -1 1.¢
o 0 1 -1
1 26 0
As =12k 1 0 |.Siccomedet A = 0, laquadrica & sempre degenere. Inoltre rg(A) = rg(.As)
0 0 -1
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per ogni valore di k; quindi la quadrica & sempre a centro. Siccome det A3z = 4k? — 1, si verifica
subito che rg(A) =rg(As) = 3se k # +1/2erg(A) = rg(As) = 2 se k = £1/2. 1l polinomio
caratteristico di Az & —\® + \? 4 (4k% + 1)\ +4k? — 1; quindi A3 ha un autovalore positivo e due
negativi se 4k* — 1 > 0, un autovalore positivo, uno negativo e uno nullo se 4k*> — 1 = 0, e due
autovalori positivi e uno negativo se 4k? — 1 < 0. Quindi la forma canonica affine & 2% + y* — 22
(cono reale) se k # £1/2, ed & 2 — y? (piani reali incidenti) se k = £1/2.

Esercizio 15.18 parabolide iperbolico; intersezione con x = 0 parabola; intersezione cony = 0
iperbole; intersezione con z = 0 parabola.

2?4222 —y? +22-5=0,

. Ricavan-
r—ky—z=%k.

Esercizio 15.19 La conica cercata ha equazioni

do z dalla seconda equazione e sostituendola nella prima otteniamo che 1’equazione della conica
nel piano 7y, & data da 322 — 2kxy — y? + 2(k + 1) — 2ky + 2k — 5 = 0. (In modo equivalente,
=T y

Y=y, Z=z—x+ky+k;

te, il piano 7, ha equazione Z = 0, per cui la conica cercata ¢ contenuta nel piano coordinato e
3 -k k+1

ha equazione quella indicata.) Le matrici associate alla conica sono A = | —k  —1 —k |e
k+1 —k 2k-5

potevamo fare il cambio di coordinate ; nelle nuove coordina-

As = —3k :lf . Siccome det A = 5k? — 4k + 16 non si annulla mai, la conica & sempre non
degenere. Siccome det Ay = —k* — 3 & sempre negativo, ne deduciamo che la conica & sempre

un’iperbole, con forma canonica affine 2% — y2 —1=0.
Esercizio 15.20 Perogni k € R.
Esercizio 15.21 Vk # 23.

Esercizio 1523 Se A+ = Olaconicaelarettax +y —1 =0.SeA =0ep # Ola
conica ¢ la coppia di rette reali incidentiz +y = 0ex —y—1=0.Se A+ pu#0eX #0la
conica & un’iperbole con asintoti paralleli alle bisettrici dei quadranti; quando A + p # 0 il centro

della conica ¢ dato da (— ol Aljr , #) che si trova sulla bisettrice del secondo e del quarto
w) 7 2(A+p)
quadrante, in particolare se p 7# 0 e % < —1 tale punto giace nel secondo quadrante, se 1 7# 0 e

% > —1 giace nel quarto; se y # 0 quando A/u tende a —1 si allontana dall’origine.

Esercizio 15.26 24z — 622y + 13y*> — 622 + 37y =0

Esercizio 15.27 Procediamo come nell’Esempio 15.11. La prima conica del fascio & compo-
sta dalla retta passante per (0,0) e (1,1) e dalla retta tangente; quindi & definita dal polinomio
p(z,y) = (x — y)(2z — y — 1). La seconda conica del fascio & composta dalla retta passante
per (0,—1) e (0,0), e dalla retta passante per (0, —1) e (1, 1); quindi & definita dal polinomio
q(z,y) = x(2x — y — 1). La generica conica del fascio & dunque data dal polinomio

Ap(@,y) + pa(e,y) = A+ 2)a” — BA+ )y + Ay° — (A + @)z + Ay -

Imponendo la condizione di passaggio per (2,7) otteniamo 20\ — 8u = 0; prendendo A = 2 e
= 5 troviamo quindi la conica cercata, di equazione

14z% — 113:y+2y277x+2y20;
¢ una conica degenere data da due rette incidenti, di equazione 2z —y — 1 =0e 7z — 2y = 0.

Esercizio 15.28 Va bene qualsiasi coppia di rette di cui una sia x — y = 0, che contiene quindi
ipunti (1,1), (2,2), (3,3) e (—1,—1), e Ialtra contenga (1, —1).

Esercizio 15.29 Una tale conica non esiste perché la retta 3z — 2y + 1 = 0 non passa per il
punto (0,1).

Esercizio 15.31 k= —13 + 7V6.
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