Soluzioni degli esercizi

1 Esercizi del Capitolo 1: Nozioni preliminari

Esercizio 1.1 - ANB = {2,4,6}; AUC = {1,2,3,4,5,6,7}; B\C = {2,4,8}: C\B = {3, T};
(66)( 7} (AUB)NC = {6}.

Esercizio 1.2 ANB ={1,3,5,7,9}, A\ B = {0,2,4,6,8}, N\ B ¢ I'insieme dei naturali
pari, N\ (AN B) = {0,2,4,6,8,10,11,12,13,14, .. .}.

Esercizio 1.3 A x B = {(1,2),(1,4),(1,6), (5,2),(5,4), (5,6), (6,2), (6,
(7, 4)}(7 6)}: BxA = {(2,1),(4,1), (6,1), (2,5), (4,5), (6.5), (2,6), (4,6), (

)

4),(6,6), (7,2),
6,6),(2,7),(4,7),

Esercizio 1.5 12.

Esercizio 1.9 Se f ¢ bigettiva, basta prendere g1 = go = f ' per ottenere le funzioni cer-

cate. Se esistono g1,g2 : B — Ataliche fogs = idp e g2 o f = ida, la prima ugua-

glianza implica che f ¢ surgettiva, la seconda che f ¢ iniettiva e quindi f ¢ bigettiva. Inoltre
=idaogi =(g20f)ogi =g20(fogi) =gz 0idp = g2, il che prova che g1 = ga.

Esercizio 1.10 Se a1 € Ay, allora a1 € A1 U Aa, quindi f(a1) € f(A1 U Az); lo stesso
accade per ogni az € Ay e quindi f(A1) U f(A2) C f(A1 U Az). Seb € f(A1 U Ay), allo-
ra esiste a € A; U Ay tale che b = f(a); se a € Ay, allorab € f(A1), se a € As, allora
b € f(A2), quindi b € f(A1) U f(A2), dacui f(A1 U Az) C f(A1) U f(A2), il che prova
I'uguaglianza. Se a € Ay N A, alloraa € A e a € Az, quindi f(a) € f(A12 e f(a) € f(A2),
dacui f(A1 N As) C f(A1) N f(A2). Sia f : R — R datada f(z) = z° per ogni z € R,
se Ay = (—00,0] e Ay = [0,+00) allora A; N A> = {0} e f(A1 N A2) = {0}, mentre
f(A1) = f(Az2) = [0, +00) e quindi f(A1) N f(A2) = [0, +00) # f(A1 N Az).

Esercizio 1.11  Dall’esercizio precedente sappiamo che f(A1 N A2) C f(A1) N f(Az). Preso
b € f(A1) N f(As2), esistono a1 € A1, az € Az taliche b = f(a1) e b = f(az2). Essendo f
iniettiva, poiché f(a1) = f(a2) sihaai = a2 e quindi a1 € A1 N A, percui b € f(A1 N Az),
il che prova che se f & iniettiva vale anche I’inclusione f(A1) N f(A2) C f(A1 N A2) e quindi
I'uguaglianza f(A1 N A2) = f(A1) N f(A2).

Esercizio 1.12 Seb € f(A1) \ f(Az2), poiché b € f(A;) esiste a; € A; tale che b = f(a1).
Inoltre a1 ¢ As, perché altrimenti si avrebbe b € f(A2); pertanto b = f(a1) cona; € Ay \ As.
Se A =B =R, A = [-2,+0), A2 = (—o0,—1], f(x) = 22 allora f(A1) = [0,+c0),
f(A2) =1, +00), f(A1)\ f(A2) = [0,1) e f(A1 \ Az) = [0, +00).

Esercizio 1.14 Datoa; € Ay, allora f(a1) € f(A1) e quindi per definizione a; € f~*(f(A
Sia f : R — R datada f(z) = 2® per ogni z € R, preso A; = {2} abbiamo f(A;) = {4
A1 C fTHf(A) = {=252}

Esercizio 1.15 Datoa; € f~'(B1), allora f(a1) € B1, quindi per definizione f(f~'(B1)) C By.
Sia f : R — Rdatada f(z) = x? per ogni € R, preso B; = {—1} abbiamo f~'(B1) = 0 e
0= f(f"'(B1)) C Bi.

1))-

Esercizio 1.16  Einiettivo se e solo se & surgettivo se e solo se a = 0 e b # 0, indipendentemente
dai valori di c.

Esercizio 1.17 Se f(z1) = f(z2) con z1 # x> allora

go f(z1) = g(f(x1)) = g(f(22)) = go f(z2)

e quindi g o f non sarebbe iniettiva. Se A = B = C =R, f(z) = ¢”, g(x) = 2® haiche fe go f
sono iniettive, mentre g non lo &.
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2 Soluzioni degli esercizi

Esercizio 1.18 Poiché go f & surgettiva, dato c € C'esiste a € A tale che c=(gof)(a)=g(f(a));

basta quindi prendere b = f(a) per provare che g & surgettiva. Consideriamo f : R — R data da

f(z) =x*eg: R — [0,+00) data da g(z) = |z[;allorago f : R — [0,+0c0) & data da

(go f)(x) = |2?| = x* & surgettiva, cosi come g, mentre f non lo &.

Esercizio 1.19  Non sono iniettive b) ed e), in quanto in entrambi i casi f(1) = f(—1); le altre

tre sono iniettive.

Esercizio 1.20

(@) fog(z) = 3225—6—2°+28, gof(x) = 322° —1442° +2642* —2522° +1322% — 362 +1;
per entrambe il dominio ¢ R;

(b)  fog(x) =a® — 325 — 32* + 112® + 627 — 122 — 12, g o f(x) = 2% — 92® + 22; per
entrambe il dominio ¢ R;

(©) fog(x)=92°—182* + 922 — 2, go f(x) = 32° — 182" + 3322 — 18; per entrambe il
dominio ¢ R;

(d)  fog(w)=.g0f (%) = f o g x); per entrambe il dominio & R \ {0};

(e) fog(x)= m, go f(x)=— 2+1 ; per entrambe il dominio & R;

) fog(x)= m, go f(z) = %; il dominiodi fog &R, quellodigo f &R\ {0};

(@ foglx)=,/-%.g90f(z)= \/\E/fl;il dominio di f o g & (—o0,0] U (1, 4+00), quello di
go fef0,1)U(1,4o0).

Esercizio 1.21

(a)  E falso perché se z = 2 si hache z € Ne P(2) & falsa perché 2 + 2 = 4 < 10.

(b)  E vero perché se 2 = 9 si hache x € Ne P(9) & vera perché 9 + 2 = 11 > 10.

() Adesempio A = {9;12;17}.

(d)  Adesempio B = {2;6;11}.

Esercizio 1.23  Tutti i bambini delle scuole materne non credono a Babbo Natale.
Esercizio 1.24 Domani piove e non dormo fino a tardi.

Esercizio 1.25 Per la prima affermazione ogni giorno della settimana devi controllare che Leo-
nardo non stia sveglio tutto il giorno, cio¢ devi trovare almeno un minuto in cui dorme. Per la
seconda devi controllare che ogni giorno della settimana ci sia almeno un minuto in cui Jacopo non
studia. Per I’'ultima devi controllare se ¢’¢ almeno un giorno in cui Niccolo si sveglia presto ma non
ha fame prima di mezzogiorno: in caso affermativo la frase proposta ¢ falsa, altrimenti ¢ vera.

Esercizio 1.26  Sono vere b),c), f). Larispostaa 1. & b), larispostaa 2. & f).

Esercizio 1.30

(a)  E falso: basta considerare la funzione f : R — R data da f (x) = 2 per ogni x reale. Presi
21 =—2exs = lsihazy < z2 mentre f(z1) = (72)2 =4 <1= f(z2).

(b) Lafunzione f : R — Rdatada f(z) = —x soddisfa la condizione richiesta, infatti x1 < x2
implica f(z1) = —x1 > —x2 = f(x2).

Esercizio 1.33  Prima di tutto osserviamo che la restrizione della somma e del prodotto definiti

sui numeri reali a Q(v/3) mandano questo insieme in sé: infatti dati a, b, ¢, d € Q si ha che

(a+bV3) + (c+dvV3) = (a+c) + (b+d)V3 € Q(V3),
(a + bV3)(c+ dV/3) = (ac + 3bd) + (ad + be)V3 € Q(V3).

La restrizione della somma e del prodotto a Q(+/3) sono associative e commutative e vale la pro-
prieta distributiva perché vale su R che contiene Q(+/3). Inoltre 0 = 0+ 0+/3, 1 = 1+ 0+/3 appar-
tengono a Q(+/3) svolgono il ruolo di elemento neutro della somma e del prodotto rispettivamente;
—a+ (—b)V3 € Q(+/3) & 'opposto di a + bv/3 € Q(v/3) e I'inverso di @ + bv/3 € Q(v/3) \ {0}
¢ dato da 5 + ﬁ\/ﬁ € Q(+/3) perché —a, —b gz © ﬁ sono numeri razionali
se a e b lo sono (e nel terzo e quarto caso a e b non sono entrambi nulli). L’insieme Q(\/g) ¢ quin-
di dotato di opposto per ogni elemento e di inverso per ogni elemento non nullo ed ¢ pertanto un
campo.
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2 Esercizi del Capitolo 2: Vettori geometrici 3

2 Esercizi del Capitolo 2: Vettori geometrici

Esercizio 2.6 Poiché 7=1-7+0-7siha Fp(¥) = '1 ; analogamente 7= 0 -7+ 1 - 7implica

0
= 0
o) = [
Esercizio 2.7 F3(OD;) = ‘;1 . Fs(OD3) = ';\

Esercizio 2.8  Grazie alle proprieta della somma e del prodotto per scalare abbiamo
OD, = OA+20B +30C = (7 — 47) + 2(~27— ) + 3('+ 2))
ST AT+ 37— 47— 27+ 67= (1 — 4+ 3)7+ (—4—2+6)7=0-7+0-7= OO.
Ragionando nello stesso modo
ODjy = OA — 20B + 0C = (7—47) — 2(—27— ) + (7+ 27)
=14+ +7-47+ 27+ 2)=604+0-7=67
¢ un multiplo di 7.
Esercizio 2.9 Siccome
OD = 304 + OB + a0C = 3(7+ 7)) + (37 + 57) + a(27— J) = (6 + 2a)7+ (26 — )7,
tale vettore ¢ un multiplo di 7’se e solo se 6 + 2a = 0, ovvero a = —3.
Esercizio 2.10 a = 20.

Esercizio 2.11 Se &)1 e O? fossero proporzionali, dovrebbe esistere o € R tale che O? =a0A,

cioe —21+ 7= (274 37), il che implica« = —1 e 3av = 1, il che & chiaramente impossibile. Inol-
2x1 — 210 =1

tre I’uguaglianza 0C = 147 = x1(214+37) +x2(—27+7) equivale al sistema T ’
3x1 +x2 =1,

la cui soluzione & 21 = 2, 22 = — % e pertanto Fy (OC t) = ‘—31/;;8‘

Esercizio 2.12 Non sono proporzionali per a # —2. Per questi valori di a si ha

3

a+2
Fg, (OC) = |**2
a+2
2| lo| |-1] |4
Esercizio 213  Fs(OD; ) = Fs(OA)—Fs(OB)—2Fs(0C) = | 0 |~|2|—2|-1| =0 |;
—3| 3| |1 |4

1
—
analogamente si trova Fg(OD32 ) = |3|.
4

Esercizio 2.14 Una base di V2, deve contenere 3 vettori non complanari, basta quindi verificare
che i tre vettori assegnati non appartengono allo stesso piano. Se ne esistesse uno che li contiene
tutti e tre, dato che OA e OB sono non nulli, dovremmo poter scrivere OE% come somma di un
multiplo di di OA e OB, esisterebbero quindi z1, z2 € R tali che z10A + x20B = OC, ovvero

- -

x1(U+ 77— k) + 22(20+ 7— k) = —47 — 37. Questa uguaglianza equivale al sistema di equazioni
T + 229 = —4,
T+ 22 = —3, essendo tale sistema impossibile, i tre vettori assegnati sono una base di V3.

—x1 —x2 = 0;

Esercizio 2.15 (ﬁ = %E}l + %O?, quindi O? appartiene al piano generato da &i e O?

Esercizio 2.16 a = 4.
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4 Soluzioni degli esercizi

2
Esercizio 2.17  Le due rette si intersecano nel punto |4/, che si ottiene pert = l et = —2.
1

A—1=1-1,

Esercizio 2.18 TIlsistema { 2t +1 =3 —t, ha le infinite soluzioni t' = 2 — 2¢, quindi le
a4—1=3-2¢

rette sono coincidenti.

Esercizio 2.19 1l piano 7 ha equazione cartesiana z — y + z = 0; sostituendo le equazioni
parametriche della retta trovi ¢t — 2 — (3¢t — 1) + 2¢t + 1 = 0 che & un’identita, quindi la retta giace
nel piano.

Esercizio 2.21 1l piano 7 ha equazione cartesiana 3z — 3y + z = 0; sostituendo le coordinate
dei due punti ottieni nel primo caso 3-1 —3-2+ 3 = 0 mentre nel secondo 3 -1 —3(—2) + 3 # 0;
quindi il primo punto appartiene a 7, mentre il secondo no.

Esercizio 2.22 o = 15.

Esercizio 2.24 La retta r, ha equazione cartesiana y + 1 = a(x — 2) ovvero y = ax — 2a — 1,

pertanto O € rq se e solose a = —1.

r=1-2t, 3
Esercizio 2.25 Laretta r haequazione parametrica ¢ y = e + 2et, quindi | —e
2=V2+ (VZ+ VIt -V3
sta in 7 perché corrisponde al valore ¢t = —1.
. . 1+3t=—-1+1, . .
Esercizio 2.27 1l sistema + + ;. hasoluzionet = —%,# = I che corrisponde
2+t=—-1+2t, 5 °

al punto

[SR=IN]

Esercizio 2.28 La prima retta ha equazione cartesiana y = 1, la seconda y = 2z — 2; il punto

di intersezione ¢

—Nojw

Esercizio 2.30 Le equazioni parametriche della prima e della seconda retta sono rispettivamente

r=3—2t, T =1, 1
y =1, eqy=rt, I’intersezione ¢ il punto |1|.
z=4—3t 2= —344t; 1
Esercizio 2.31 Le rette 7 e s, si intersecano se e solo se @ = —1, e in tal caso il punto di
~1/2
intersezione & | 1
3/2

3 Esercizi del Capitolo 3: Leliminazione di Gauss

Esercizio3.5 z=5y=1,2=2,21 =9, 22 =3, 23 = —1.

Esercizio3.6 z=-2,y=4,2=1,w=3;21 = %,1‘2 = %,ZL‘;} =4, x4 = 1.

Esercizio 3.8 Procediamo per induzione su n. Per n = 0 il membro sinistro diventa 1 4 ¢ e il
membro destro diventa (1 — ¢) /(1 — q), per cui I’affermazione segue subito dal prodotto notevole
(1+a)(1 —a) =1 — a? applicato con a = ¢. Supponiamo allora che I’affermazione sia vera per
n, cioe che si abbia

n+1
2 2n _1*112
I+q)(1+q")---(1+4q )*Tq-
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3 Esercizi del Capitolo 3: Leliminazione di Gauss 5

Allora
nt1 n n+1
I+ +¢) - A+q¢ )=[01+U+¢) -1+ )]1+q )
n+1 n+2
_ (1_q2 )(1+ 2"+1): 1_q2
1—gq 1—q ~

dove abbiamo usato I’ipotesi induttiva nella seconda eguaglianza, e lo stesso prodotto notevole di

. . nt1 . N

prima applicato con a = ¢° nella terza uguaglianza. Dunque la nostra affermazione ¢ vera per
n = 0, e se ¢ vera per n ¢ vera anche per n + 1; per il principio di induzione, la nostra affermazione
¢ vera per ogni n € N.

Esercizio 3.9 Pern = 1 si hache -5 =

i3 ﬁ, quindi il passo iniziale ¢ verificato. Se
I’'uguaglianza ¢ vera per n, allora

IR S SR 1 N 1 _n 1
1-2 2.3 3.4 n-n+1) (+1)-n+2) n+ln+1)-(n+2)
nn+2)+1 n?+2n+1 _n+1 n+1

T+l n+2) (+1) -n+2) n+2 (n+l)+1
che ¢ proprio I’'uguaglianza data per n + 1.
Esercizio3.10 z=1,y=2,21 =3, 22 =7;a=-3,8=4.
Esercizio 3.11 = =0,y = 1, z = 2; non ammette soluzioni.

Esercizio3.12 z=t,y=3—-t,z2=2t—1L;21 =2,22 =1, 23 = 4.

X1 —1
Esercizio 3.13 1l primo sistema ammette come unica soluzione |x2| = | 0 |. Il secondo si-
xrs3 2
x 0
stema ammette come unica soluzione |y| = |0]. Il terzo sistema ammette come unica soluzione
z 1
X1 4/5
To| = *1/2 .
xrs3 3/4
Esercizio 3.14 = =1,y =0, z = 3, w = 1; non ammette soluzioni.
1 —-1/18
. . . . . 2 1/18
Esercizio 3.15 1l primo sistema ammette come unica soluzione ws| = | —2/9 | I1 secon-
X4 0
T 4/5
do sistema ammette come unica soluzione |z2| = |—1/2|. Il terzo sistema ammette come unica
xr3 3/4
T 1/3
. y| _[1/2
soluzione 2| = |176|
t 0
i _ 6 . _ _4 , _ _108 y _q.,. _ 13 ., _ 11 _ _ _ 157 4 _ 11.
Esertg:lzm 3.1611 T = g;1y = —151, z=—ge.t=Lr=15,y=—15.2 = 35,1 = 13
T=15Y="10:%= "10:t = 1o
Esercizio 3.17 = = ;2. y = {554 per k = 1 non ammette soluzioni, per k = —1 1 =t e
zy=t+Lperk#+lay =22 oo =53 a=—kB=k —k+1
X1 1
Esercizio 3.18 1l primo sistema per k # 0, 2 ha come unica soluzione |x2| = |0f; perk =0
xr3 1
xr1 = 1 s
il sistema ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche ¢ zo =0, per k& = 2 il sistema
x3 =1;
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6 Soluzioni degli esercizi

xr1 = t )
ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche ¢ zo =1 —¢, per k = —2 il sistema ha
xr3 =1 5
xr1 = 2 — t ,
una retta di soluzioni, di equazioni parametriche { x> = 1 — ¢, Il secondo sistema per k # —%,
T3 = t.
T 21/(3k+4)
1 ha come unica soluzione |y| = |—19/(6k + 8)|; per K = —4/3 non ammette soluzioni; per
z 33/(3k+4)
r=3,
k = 1 ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche ¢ y =1 — %t , Il terzo sistema per
z=t.

k # 1 non ammette soluzioni, mentre per £ = 1 ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche
r=1-2t,
y=1-t,
z=t.

1 5 2
x z+5— 5{@ k
Esercizio 3.19 Per k # 0, 1 il sistema ha come unica soluzione g = T2 ; per
0Tk
w k+1
k = 0 il sistema non ammette soluzioni; per k = 1 il sistema ha una retta di soluzioni, di equazioni
_7_ 1
T=3 T §t17
. Yy=—3 + 5t )
arametriche 2.2
p 2=2_3¢,
w=t.
Esercizio 3.20 Se a = 4 oppure a = —i eb # % non ammette soluzione; se a = —i e
_ 56 PP P _ _ 4 __ 4 .
b = 7z, ci sono le infinite solu21on12;v =t,y=—55(34t = 31), 2 = — 5 (1Tt + 7);sea # 4 e
_ 1y . . N __ a“b+6a—16b+54 __ _ 2ab+4a—8b+29 __ __ ab—4a—4b+13
a # —7 l'unica soluzione & x = *—74es gy = T Ee g s R = 10 Tsa - Se

a # 1 non ammette soluzioni; se a = 1 ci sono le infinite soluzioni x = ¢, y = %, z = % Se

a + b — ¢ # 0 non ammette soluzioni, se ¢ = a + b ci sono le infinite soluzioni z = t, y = a — 2t,
z=0b-— 2t

=1,
Esercizio 3.21 y=0,
kz = k.

Esercizio 3.22 La prima matrice ¢ singolare, mentre la seconda non lo ¢&.
Esercizio 3.23 Entrambe non singolari.

Esercizio 3.24 1 pivot della prima matrice valgono 1, —1, 5; quelli della seconda 2, %, —8.
Esercizio 3.25 1 pivot valgono 1, 3 e 9 senza alcuno scambio; 1, 3 e —9 scambiando seconda
e terza riga; 2, f% e 9 scambiando prima e seconda riga; 2, 2 e % scambiando inizialmente prima
e seconda riga e poi seconda e terza riga. Il valore assoluto del prodotto ¢ sempre uguale a 27;
gli scambi di righe che danno come prodotto dei pivot I’opposto di quello ottenuto effettuando
un’eliminazione senza scambi di righe sono quelli in cui si scambia la prima riga con la seconda
oppure la seconda con la terza.

Esercizio 3.26 Calcolo dei pivot senza scambi di righe:

1 2 5 1 2 5 1 2 5
22 9/—10 -2 —-1|—10 -2 -1},
2 6 =3 0 2 -13 0 0 -14
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4 Esercizi del Capitolo 4: Spazi vettoriali 7

per cui i pivot sono p1 = 1, p2 = —2, p3 = —14, laloro somma & p1 + p2 + p3 = —15 (e il loro
prodotto & p1p2p3 = 28). Calcolo dei pivot scambiando la prima e la terza riga:

1 2 5 2 6 -3 2 6 -3 2 6 -3

2 2 9|—1]2 2 9|—|0 4 12|—1|0 —4 12},

2 6 -3 1 2 5 0 -1 13/2 0o 0 7/2
per cui i pivot sono ¢1 = 2, g2 = —4, g3 = 7/2, la loro somma & ¢1 + g2 + g3 = 3/2 (el
loro prodotto € q1g2g3 = —28). In particolare, nei due casi la somma dei pivot ¢ completamente

diversa (mentre il prodotto dei pivot ¢ lo stesso cambiato di segno, come previsto in quanto abbiamo
effettuato uno scambio di righe).

Esercizio 3.27 Nessunk € R;k=1ek = 3.
Esercizio 3.28 k= 1:k=0.
Esercizio3.29 kL= -1,k =—

1
5
Esercizio 3.30 La prima matrice ¢ singolare per k& = 6. La seconda matrice & singolare per

E=0—-1+vV5e—1—+5.

Esercizio 3.33 Scambiando la prima e la terza riga e facendo la riduzione a scala i pivot risul-
tano —1, 2, —1, quindi sono tutti non nulli per ogni valore di 5 € R. Se si sostituisce alla riga Aa
la combinazione lineare S Ay — A, e allariga Az la combinazione S A3 + A1, per f = 0 la matrice
risulta avere seconda riga uguale a —A; e terza riga uguale ad A, quindi le righe A3 e A3 sono
”scomparse” e il sistema ottenuto non ¢ equivalente a quello iniziale, ma al sistema costituito dalla
sola equazione 23 = 0 in tre incognite, che ha come soluzioni tutte le terne (x1, 2, 0).

4 Esercizi del Capitolo 4: Spazi vettoriali

Esercizio 4.1 Poiché 0 + 0 = 0, dato v € V trovi (0 4+ 0)v = Ov. Applicando le proprieta
distributive del prodotto per scalari, ottieni Ov 4+ Ov = Ov, sommando a entrambi i membri —0v ne
segue Ov = O.

Esercizio 4.3 Se A = 0 dall’assioma (7) nella Definizione 4.2 segue che Av = O. Se v = O
sempre dagli assiomi si ottiene A\O = A(O 4+ O) = AO + \O da cui, usando I’assioma (3), segue
AO = O. Se viceversa A\v = O e X # 0 allora

1 1 1

v=1-v= <)\ )\) V=5 ()\1})7)\ 0=0.
Esercizio 4.4 1l fatto che {O}, le rette per I’origine, i piani per I’origine ed R? siano sottospazi
vettoriali di R? segue immediatamente dal fatto che sono tutti sottoinsiemi non vuoti di R® chiusi
per la somma e per il prodotto per scalare. Viceversa, dato un sottospazio vettoriale U C R3,
allora dim U < dimR® = 3: se U ha dimensione 0 allora non contiene alcun vettore linearmente
indipendente e quindi U = {O}; se dim U = 1 allora U = Span(u1) per un vettore non nullo di
R? e quindi U & una retta per 1’ origine, se diim U = 2 allora U = Span(u1,u2) per una coppia di
vettori line%rmente indipendenti di R® e quindi U & un piano per I’ origine, infine se dim U = 3, hai
che U = R".

Esercizio 4.5 IR,[t] non & vuoto in quanto contiene tutte le costanti che sono i polinomi di
grado 0. Poiché il grado della somma di due polinomi ¢ minore o uguale al massimo dei gradi dei
due addendi e il grado del prodotto di un polinomio per una costante non nulla ¢ uguale al grado
del polinomio stesso, trovi subito che R, [¢t] & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalare e
quindi & un sottospazio vettoriale di R[¢].

Esercizio 4.6 La matrice nulla ¢ diagonale (e anche triangolare superiore e inferiore), quindi
nessuno di questi sottoinsiemi dello spazio delle matrici quadrate ¢ vuoto. Le matrici diagonali
sono quelle per le quali gli elementi fuori dalla diagonale sono tutti nulli: poiché gli elementi della
somma di due matrici si ottengono sommando quelli che occupano lo stesso posto nei due addendi e
sommando due addendi nulli (o moltiplicando un numero reale per 0) si ottiene ancora 0, I’'insieme
delle matrici diagonali ¢ chiuso per la somma e per il prodotto per scalare. Lo stesso ragionamento
funziona per le matrici triangolari superiori (o inferiori) per le quali basta controllare cosa accade
per gli elementi sopra (o sotto) la diagonale principale.
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8 Soluzioni degli esercizi

Esercizio 4.7  Per il polinomio nullo e per quelli di grado 1 con termine noto nullo.
Esercizio 4.8 Seesolosec=0.

Esercizio4.9 X = {z € R?| 21 € N} & chiuso rispetto alla somma ma non rispetto al prodot-

to per scalari; Y = { r€R? |2y 20 = 0} ¢ chiuso rispetto al prodotto per scalari ma non rispetto
alla somma.

Esercizio 4.15 1 vettori delle tre coppie non sono multipli I’'uno dell’altro e quindi si tratta in

tutti e tre i casi di vettori linearmente indipendenti. Poiché (1)' = ? — } e (1) = - % +2 1,la
. o . 9 . 1 1] |2
prima coppia di vettori genera R“; analogamente accade per la seconda in quanto ol =13 + 3
0] o1 12 _— 1 |—1 1|—1 0] 1 |-1 1 |—1
e llfg3‘7536per1aterzap01che 0‘*75 1l z|21lell =2 1| 2|-1)
Esercizio 4.16 Le coordinate del primo vettore sono rispettivamente _5 , (1) , |j2 ; quelle del
3 _81 |3 _35 0 _1 0
3 2. 3| |— 1. _— 3
secondo | 1, g g ; quelle del terzo | 1, % ol per I'ultimo |1, % , 71‘.

Esercizio 4.17 Da\ie; —1—)\2(61 +62)+)\3 (61 +63) =0 segue ()\1 +)\2+)\3)€1 +Aoea+Aze3 =0,
dacui A1 + A2 + A3 = 0, A2 = 0, A3 = 0 che implica A\ = A2 = A3 = 0 e quindi i vettori

di B; sono linearmente indipendenti; inoltre sono 3, che & la dimensione di R?, e quindi sono una

base di R®. I vettori di B2 non sono una base di R? perché sono linearmente dipendenti dato che

1-(€1+62)+1-(61+262+63)—1-(261+362+63) = 0.

—6

Esercizio 4.18 1
7

Esercizio 4.19 ¢ # +2.
Esercizio 4.20 Se ad — bc # 0, le due uguaglianze

d
ad — be

b
d

b —
=

_ c
ad — be

a
ad — be

a
C

a
&

1

_ ! __ b 0

o] € ad — be
garantiscono che i due vettori sono generatori. Inoltre se uno di essi fosse multiplo dell’altro, si
verificherebbe facilmente che ad — bc = 0 il che da una contraddizione, quindi necessariamente i
due vettori sono anche linearmente indipendenti, per cui formano una base. Viceversa, supponi che
ad — bc = 0: se ¢ = d = 0 allora i due vettori dati sono linearmente dipendenti perché entrambi
1
t
nuovo che sono multipli I’'uno dell’altro e quindi di nuovo non formano una base.

multipli di |,|; se invece almeno uno fra c e d € non nullo, I’'uguaglianza d garantisce di

a b
=c
c

d

Esercizio4.21 Da )\1p1 —‘y—)\zpz—‘r}\gpg =0 segue ()\1 +>\2)+()\1 +2)\2+)\3)t+(>\2 —)\3)t2 =0,
dacui A1 + A2 =0, A1 +2 2+ A3 =0e A2 — A3 = O che implica Ay = A2 = A3 = 0equindii
polinomi dati sono linearmente indipendenti; inoltre sono 3, che & la dimensione di Rz [t], e quindi
3 4
formano una base di R [t]. Le coordinate di g, rispetto ad essa sono |—1|, quelle di g2 sono [—1|.
-2 -2

Esercizio 4.26 Dato che {v1,- -, v} sono un insieme di generatori di V' da essi & possibile
estrarre una base: se {v1,--- , v, } non fossero linearmente indipendenti, la base ottenuta conter-
rebbe un numero di elementi strettamente minore di n, il che € in contrasto con il fatto che tutte le
basi di uno spazio vettoriale hanno lo stesso numero di elementi. Pertanto {v1, - - - , vy, } sono anche
linearmente indipendenti e quindi formano una base di V.

Esercizio 4.27 Se {wi,...,w,} fosse un sistema di generatori di V' potresti estrarre da esso
una base, che quindi conterrebbe meno di n vettori, contraddicendo il fatto che ogni base di V' deve
contenere n vettori, in quanto dim V' = n.
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4 Esercizi del Capitolo 4: Spazi vettoriali 9

Esercizio 4.28 Indichiamo con n il numero di variabili: ciascuna equazione individua un sotto-
spazio vettoriale di R™ di dimensione n — 1. Adesso basta notare che, per la formula di Grassmann,
aggiungere un’equazione puo lasciare invariata la dimensione del sottospazio oppure farla scendere
di 1; dato che le equazioni sono in numero minore delle variabili otteniamo un sottospazio vetto-
riale di dimensione positiva che quindi contiene un elemento non nullo, ovvero una soluzione non
banale.

Esercizio 4.29 Se A ¢ un insieme di generatori di V/, allora deve contenere una base, quindi
deve avere almeno n elementi e contiene n vettori linearmente indipendenti. Viceversa, se k > n e
A contiene n vettori linearmente indipendenti, tale sottoinsieme di .4 costituisce una base e quindi
in particolare un insieme di generatori; poiché contiene un insieme di generatori, anche A & un
insieme di generatori.

Esercizio 4.30 K = Span(1), quindi {1} ¢ una base di K costituita da un elemento, per cui
dimK = 1.

Esercizio 4.31 Se R[t] avesse un numero finito di generatori, indicato con d il massimo dei

loro gradi, non sarebbe possibile scrivere %! come loro combinazione lineare perché il grado di
una combinazione lineare di polinomi ¢ minore o uguale al massimo dei gradi dei polinomi che vi
compaiono.

Esercizio 4.33 Prendendo le dimensioni dei sottospazi Vo C Vi C --- C Vj, si trova che

0 < dimVp < dimV; < --- < dimV, < n e pertanto, essendo le disuguaglianze strette,
dimV; = jperogni j = 0,...,n e, in particolare Vo = {O} e V,, = V. Dato un sottospazio
U C V,siawvy,- - ,v, una sua base che completiamo a una base v1, ..., Uk, Vk+1, ..., 0, di V.

Posto Vo = {O} e V; = Span(vi,...,v;)perj = 1,...,nsihache Vp,...,V, & una bandiera
perlaquale Vi, = U.

Esercizio 4.35 Se U C W,alloraU UW = W e quindi ¢ un sottospazio vettoriale, lo stesso
accade se W C U. Viceversa, se U U W & un sottospazio vettoriale e U W, siaug € U \ W.
Per ogni w € W, up,w € U U W, quindi la chiusura per la somma di tale sottospazio implica
che ug +w € UUW. Se up + w € U, per differenza w € U; se invece ug + w € W, allora
per differenza up € W, il che non ¢, pertanto w € U per ogni w € W e quindi W C U. Infine,
se U C W,sihache U UW = W ¢ un sottospazio contenente sia U sia W, quindi U + W
deve essere contenuto in esso perché ¢ il pit piccolo sottospazio vettoriale di V' contenente U e W,
pertanto U + W = U U W = W (e analogamente se W C U).

Esercizio 4.37 BUC & sempre un insieme di generatori per U+W . Inoltre, essendo UNW = {O},
sihache BNC = Qe dim(U+W) = dim U +dim W, quindi la cardinalita di BUC coincide con la
dimensione di U + W, per cui ne & una base. Se V = R?, U = Span(ei,e2), W = Span(e1, e3),
B = {e1,e2}, C = {2e1,e3}, allora BUC = {e1, e2,2e1,e3} non & una base di U + W perché
non ¢ costituita da vettori linearmente indipendenti.

1 0 1 1
o B 1’R‘—3’R’\/§
prendere Rv; dove v1 non ¢ un multiplo di vg.

Esercizio 4.38 Per esempio R , e ce ne sono infiniti altri: basta

Esercizio 4.39  Si vede facilmente che i vettori di W hanno tutti prima componente uguale al
doppio della terza, quindi I’unico vettore di U che sta anche in W & O, pertanto U N W = {O}.
Inoltre dim U = 1 e dim W = 2, da cui dim(U @ W) = 3 e dunque U & W = R?.

Esercizio 4.40 Poiché dim(U@ W) =dimU+dimW = dimV,sihaU@ W = V e quindi
W & un supplementare di U in V. Inoltre

dim(UNZ)=dimU +dimZ — dim(U + Z) = dimU + dim Z — dimV = 0,
quindi U N Z = {O} e pertanto anche Z & un supplementare di U in V.
Esercizio4.41 p=3,0=mp=2m0 = g;p:4,9: %;p:G\/i,Qz Z7r;p:4,
0= %77.
Esercizio 442 —1;1;-8; —1 + 2i.

Esercizio 4.45 Le quattro radici quarte di 1 sono 1; —1; ¢; —i. Le due radici quadrate di
1 —4iv/3sono 2 — v/3ie —2 + V/3i.

Esercizio 4.46 Poiché (14-i)(1—4)~" = 4, le sue radici terze hanno tutte modulo 1 e argomento

T 5 3
6> gﬂ'e 571'
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10 Soluzioni degli esercizi

Esercizio 4.47 Scrivendo z = |z|(cos 6 + i sin 0) I’equazione diventa
|z|* (cos(46) + isin(46)) = |z|(cos 6 — isind) ,

da cui segue subito che |z| = 0 (e quindi z = 0) oppure |z| = 1. In quest’ultimo caso moltiplicando
entrambi i membri per cos 6 + ¢ sin € otteniamo

cos(50) +isin(50) =1,

per cui z & una radice quinta dell’unita, ovvero z = cos(2k7/5)+isin(2kn/5) conk = 0, 1, 2, 3, 4.
Riassumendo, le soluzioni sono z = 0 e z = cos(2k7/5) + isin(2kw/5) conk =0, 1, 2, 3, 4.

=

Esercizio 4.48 Se k# =+1, ’unica soluzione & z=0; se k=1, le soluzioni sono z = p( 5)

z=pi,z=p (7? — %), se k = —1, le soluzioni sono z = p (? + %),z =p (7? + %),
z = —pi, per ogni p > 0.

Esercizio 4.49 Le radicidi p1(z) sono z; =i, 20 = —@ — i, 2= g — £. Per il polinomio
pa(z) = 2% — i si ha che p1p2 & a coefficienti reali.

Esercizio 4.50 Posto z = x + iy e w = u + v, trovi allora ¢* = e”(cosx + isiny),
e¥ = e"(cosv + isinv). Grazie alle proprieta dell’esponenziale e alla formula per la somma di
seno e coseno, ottieni

e”-e” =e"(cosx +isiny)e"(cosv + isinv)

e" T (cosy cos v — siny sin v + i(cos ysin v + siny cos v))

z4+w

="t (cos(y +v) +isin(y +v)) =e
Inoltre e™ + 1 = €®(cosm +isinm) +1=1(-1+i-0) +1=0.
Esercizio 4C.1 )\ = £1, A\ = +i.

Esercizio 4C.2 p(z) = 2° 4 z ha grado 5 e la sua unica radice reale & z = 0, ¢(2) = 2* + 1
ha grado 4 e non ha radici reali.

Esercizio 4C.3  Sostituendo = a/b in p(t) e moltiplicando per b™ ottieni
ana™ + an_1a" b+ -+ agh™ = 0.

Ne segue che
apb” = fa(ancf“1 tan a4+t albnfl)

e quindi a divide apb™; poiché a e b sono coprimi, allora lo sono anche a e b" e pertanto a divide
ao. In maniera analoga ottieni che b divide a,,.

5 Esercizi del Capitolo 5: Applicazioni lineari

Esercizio 5.2

T1 + T2 2(z1 +22) — (y1 + y2) 2x1 — Y1 222 — Y2 T T2
Ty +y2| = x1 + @2 =| m +| =T \y|+ T |yz2|;
0 0 0 0 0 0
Az 2 x — Ay 2r —y T
T | \y| = Az =)\ =z = AT |y| per ogni x1,y1,T2,Y2,Z, Yy, A € R, quindi T" &
0 0 0 0
2 4 1 1
lineare. S |0| = |0 # 25, |0| = |0|, quindi S; non ¢ lineare; non lo & neppure Sz in quanto
0 0 0 0

ol |1 Jo
Sy |0l = |o| # |0].
ol o Jo
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5 Esercizi del Capitolo 5: Applicazioni lineari 11

Esercizio5.3 k= -2

1+ 1+ T Y1 T Y1
Esercizio 5.4 T = =+ = T St T o | per ogni
Tn + Yn Tm + Ym Im Ym Tn Yn
1 0 -~ 0 O
0 1 o --- 0
z,y € R"; A= . € Mm.n(R).
0 0 0
o -+ 0 1 0

Esercizio 5.6

tr(aA + ,BB) = (aall + /Bbll) + -+ (aann + /ann)
=alair + -+ ann) + B(b11 + -+ - + bun) = atr(A4) + S tr(B)

perognic, B € R,e A, B € My »(R).

Esercizio 5.8 Indicatacon {e1,...,en} labase canonicadi R", ponia; =T (e;) perj=1,...,n.
Allora @q(ej) =0-a1+---+1-a;+0-aj41+---=a; =T(ej)perj =1,...,n,quindile
applicazioni lineari T' e ¢, assumono lo stesso valore su una base di R" e quindi coincidono.

Esercizio 5.9 Considera le applicazioni L1, L2 : M, »(R) — M, »(R) date rispettivamente
daLi(A) = A= AT, Ly(A) = A+ AT, grazie all’Esempio 5.10, sia L; sia Lo sono applicazioni
lineari. Poiché Ker L1 = Sp(R) e Ker Lz = A, (R) i due sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali
di My, (R). Infine dim S, (R) = "2t ¢ dim A, (R) = 2=,

2

Esercizio 5.10 Data A € M,, ,,(R) poniamo A; = (A + AT)/2e As = (A — AT)/2. Poiché
la trasposizione & un’operazione lineare e (A”7)T = A per ogni A € M, ,,(R), ottieni subito che
A € Sn(R) e Az € AS,(R), quindi Sp(R) + ASn(R) = My o (R). Se A € S, (R) N AS,(R)
allora A = AT = —A e quindi A = 0, per cui S,,(R) N AS,(R) = {O} e hai finito.

Esercizio 5.11 (a) Dato che Oy € Wi e T(Ov) = Ow, allora Oy € T~ *(W}) che quin-
di non & vuoto. Se poi vi,v2 € T7H(Wi) e A, X2 € R, allora T(v1),T(v2) € Wi e quindi
T(A1v1 4 A2v2) = MT(v1) + AT (v2) € Wi perché Wi & un sottospazio vettoriale di W, per-
tanto T~ (W) & chiuso per combinazioni lineari di due vettori ed & quindi un sottospazio vettoriale
di V. (b) Dato che V; non & vuoto, neppure 7'(V1) lo &. Inoltre, se w1, w2 € T(V1) e A1, A2 € R,
allora esistono vi,vs € Vi tali che T'(v;) = wj per j = 1,2; essendo V1 un sottospazio vettoriale
di V, trovi che \1v1 +A2v2 € V4. Inoltre T()\N]l +)\2’U2) = A1T(U1) +)\2T(U2) = \wi +\2w2
e quest’ultimo vettore risulta pertanto appartenere a 7'(V1), come richiesto.

Esercizio 5.12 Sewi,...,vr € V sono linearmente dipendenti, allora esistono A1, ..., \x € R
non tutti nulli tali che A1v1+- - -+ Apvr = Oy ; calcolando 1" su ambo i membri e utilizzando il fatto
che ¢ lineare, si trova che A1 T'(v1)+- - -+ AT (vi) = Ow e quindi anche T'(vy),...,T(vi) € W
sono linearmente dipendenti. L’altra affermazione ¢ semplicemente la contronominale di quella
appena dimostrata.

Esercizio 5.13 SeT'(vy), ..., T (vk) fossero linearmente dipendenti, troveremmo A1, ..., Ay €R
non tutti nulli tali che \y7T'(v1) + -+ + AT (ve) = Ow, dacui T(Ajv1 + -+ + Agvi) = Ow.
Poiché i vettori v1, ..., v, € V sono linearmente indipendenti Ajv1 +- - - + Ap v # Oy, avremmo

quindi trovato un vettore non nullo di V' la cui immagine per 1’applicazione T" coincide con quella
di Ov, il che contraddice I'iniettivita di 7.

Esercizio 5.14 T : R? — R? applicazione identicamente nulla, v1 = e, vz = ea.

Esercizio5.18 k£ =1;Ker7i =R _11 .
10 -1 !
Esercizio 5.19 T(z)=La(z)per A = ‘0 1 _o| quindi T"&lincare. Ker T'=Span | |2| |,
1
Im7T = R
1 1
Esercizio 520 A = |1 —1|. Se T'(x) = O, in particolare si deve avere 1 + z2 = 0 e
1 -2

x1 — a2 = 0,dacuiz1 = x2 = 0equindi 7' ¢ iniettiva.
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1 1 1
Esercizio 521 A = |0 5 1|.x € KerT se e solo se Az = 0; siccome A & triangolare
0 0 3
superiore con 3 pivot non nulli, Ker 7" = {O} e pertanto 7" & iniettiva.
Esercizio 5.22 Siha
a b e fI\ _|hat+pue Ao+ puf
T(A c d‘ tulg hD =T\\c+pg A+ puh

= Aa+ pe = 2(Ab+ pf) + Ac+ pg — (Ad + ph)
=XNa—2b+c—d)+pule—2f+g—h)

. a b e f
—)\~TC d'—hu'Tg nl

per cui 7" & lineare. Siccome Im7" C Re Im 7T # {0} abbiamo rg’7" = 1. Dal teorema del rango
segue che dim Ker T' = dim M»2(R) —rg7T = 4 — 1 = 3. Le matrici é (1) _11 8 e (2) (1)
appartengono a Ker 7" perché rispettivamente 1 —2-0+0—-1=0,-1+2-0+1-0=20¢e
2—2-140—0 = 0. Imponendo che la loro combinazione lineare con coefficienti «, 3, y sia nulla
ottieni « — f+ 2y =0, = 0, 8 = 0, @ = 0, quindi sono linearmente indipendenti; essendo 3
sono in numero uguale alla dimensione di Ker 7" e pertanto ne costituiscono una base.

s

Esercizio 5.23 T(ap + fq) =

(ap+6q)(1)‘ W ‘p(l)‘ L8 ‘Q(U‘ — aT(p) + AT(q).

(ap + Bq)(0) p(0) q(0)
KerT = Span (t2 — t).
Esercizio 5.24
T1 — X3 1 — 3
1)  Dueesempi sono 71 (z) = | x2 |,eTa2(xz) = | 2xz2 |.Piluin generale, & sufficiente
T4 34

prendere 7' = L4, dove A = ]Al A2 A3 A4‘ € Ms5.4(R) & una matrice tale che
A% = —Ale {A', A% A*} ¢ una base di R,

2)  Due esempisono 71 (x) = eTs(z) = ii B iz . Pilt in generale, ¢ sufficiente prendere

T
X1

T=LaconA= ‘i Z‘ [S Mz,z(R) e A, 1 € R non entrambi nulli.

3) Non esistono applicazioni lineari che soddisfino le condizioni date, perché tali condizioni
contraddicono il teorema della dimensione.

Esercizio 5.25 Im7 =Im S, se e solo se a = 4. Inoltre dim(Im 7" N Im S,) & uguale a 2 se
a = 4, ed ¢ uguale a 1 altrimenti.

Esercizio 5.26

(a) Sedim V' > dim W, allorarg T < dim W < dim V, quindi dimker 7" = dimV —rg7 > 0
e pertanto 7' non puo essere iniettiva.

(b) SedimV < dim W alloradimIm7T =rg7T = dimV —dimKerT < dimV < dimW e
quindi 7" non pud essere surgettiva.

Esercizio 5.27 Notache z1 Ay +- -+ 2, Ap = Ocm seesolose 21 A1 + - - - +Zn Ap = Ocm,
inoltre 21, . .., z, € C sono non tutti nulli se e solo se Z1, . . ., Z, € C lo sono. Pertanto una base di
Im L~ si ottiene coniugando ciascuno dei vettori di una base di Im L 4 e quindi tali insiemi hanno
la stessa cardinalita.

Esercizio 5.28 1l rango della prima matrice & 3, il suo nucleo & {O}, e I'immagine & C>. Il

1 1| |0
rango della seconda matrice ¢ 2, il suo nucleo ¢ C |7 |, e 'immagine ¢ Span | |7/, |1| |. Il rango
2
1| |1 1
della terza matrice ¢ 1, il suo nucleo & Span 01,|%| |.el'immagine e C|%|.
—1] |0 1
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6 Esercizi del Capitolo 6: Sistemi lineari 13

Esercizio 5.29 T ¢ I’applicazione associata alla matrice A = '(1) (1] g; , quindi & lineare;
KerT = Span (e; — 3ez2 —ie3); ImT = C?,
4 ¢ =2
Esercizio5.30 A=|i 0 1|.SeT(z)=0alloradz; +ize —223 =0,i21 +23 =0¢
i 0 —i

iz1 — iz3 = 0. Dalla terza equazione ricavi z3 = z1, sostituendo nella seconda (1 +i)z; = 0, da
cui z1 = 0 (e quindi anche z3 = 0). Infine sostituendo tali valori nella prima equazione otteniamo
izo = 0 che implica z2 = 0, e pertanto 7" & iniettiva. Oppure puoi ridurre a scala la matrice A,
ottenendo

4 i -2 4 =2 4 0 =2
i 0 1|— 1|0 7 1+3i—j0 1 1415
i 0 —i 0 1 -l 00 —1—i

Quindi A & non singolare, per cui Ker La = {O} e T = L4 & iniettiva.
Esercizio 5.31

a1 + A2az2 A1bi + Aoba
Aicr + Aaca Aidi + Aads

Ara1 + A2az — i(Aic1 + Aacz)
A1b1 + A2ba + 2i(Aidi + Aad2)

_ a, —icy az — ic2
=M b1 + 2id: + A2 ba + 2id2
_ a1 b az b
=T o + X7 ey dal’

per ogni A1, A2, a1, az2,b1,b2,c1,c2,d1,d2 € C.rgT = 2 perché I'immagine di F11 e Ei2 sono
linearmente indipendenti, da cui segue che dim Ker 7' = dim M2 2(C) — rgT = 2. Per veri-
0 —2¢ |« O
0 1)1 0
indipendenti e in numero uguale alla dimensione di Ker 7" e pertanto ne formano una base.

fica diretta si vede che € KerT, inoltre queste due matrici sono linearmente

Esercizio 5.33 21 + 22 = Z1 + Z2 per ogni 21, z2 € C garantisce 1’additivita del coniugio. Se
A€ Rez € Csiha Az = AZ = AZ che assicura I’omogeneita del coniugio come applicazione
su C visto come spazio vettoriale su R, mentre ¢ - 1 = —i # i = i1 prova che il coniugio non &
omogeneo come applicazione su C visto come spazio vettoriale su sé stesso.

6 Esercizi del Capitolo 6: Sistemi lineari

T = —%t ,
Y= %t )
Esercizio 6.2 Il primo sistema ha un piano di soluzioni, di equazioni parametriche < z = s,
v=—t,
w=t.
r=101-1),
I1 secondo sistema ha una retta di soluzioni, di equazioni parametriche { y = %(1 —4t) ,
z=t.

Esercizio6.3 z=0,y=t,z2=2t,w=t;x1 =t+ 1,20 =t — 2,23 =2t — 3, x4 = L.

Esercizio 6.4 1l primo sistema non ammette soluzioni; x1 = 1; x2 = 2; x5 = —3.
T —15(13 —4)
Esercizio 6.5 1l primo sistema ha soluzione |y| = —%(28 + 144)|. Il secondo sistema non
2 —1(1-114)
2

ammette soluzioni.

Esercizio 6.6 = = —(64 + 49i)t + 319 — 77i, y = —(235 + 1094) — (12 — 52i)t,
z = —(67 4 303i) + (14 + 58¢)t, w = 89¢; il secondo sistema non ammette soluzioni.
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14 Soluzioni degli esercizi

-3
T
Esercizio 6.7 1l primo sistema per k£ # 0, 2 ha come unica soluzione |y| = % | per
z 1+ %
= 0 non ammette soluzioni; per & = 2 ha un piano di soluzioni, di equazioni parametriche

=1-s—1t,
S, 11 secondo sistema per k # 1, 2 ha come unica soluzione

e |
SIS
[
~

k2 +k—2
k—2
x
3k%+2k% —k(h+8)+2h
Y (k—1)(k—2) ;
Z  3K3+3K2—k(h+9)+2h
k—1)(k—2)

per k = 1 e h # 3 non ammette soluzioni; per k = 1 e h = 3 ha una retta di soluzioni di equazioni

rz=0,
parametriche ¢ y =1 —1¢, per k = 2 non ammette soluzioni indipendentemente dal valore di
z=1t;

h € R. 1 terzo sistema per k # 1, —2 ha come unica soluzione

k—h?—h+1
(k—1)(k+2)
kh—h?+h—1 | .
(k—1)(k+2) |’
kh24+h%2—h—1
(k—1)(k+2)

SIS

per k = 1 e h # 1 non ammette soluzioni; per K = h = 1 ha un piano di soluzioni di equazioni

r=1—s—1,
parametriche { y = s, infine, per K = —2 non ammette soluzioni indipendentemente
z=1;

dal valore di h € R.

. T . S ak?+2)+2 0 _atk®-1 a2
Esercizio 6.8 Se k # 0,4, —¢ I'unica soluzione & x = Bk Y= T 2= TR
per ogni a € C; se k = 0 il sistema ammette soluzioni se e solo se @ = —1 nel qual caso sono date
daz = —2y,y =y, z = —1; se k = i il sistema ammette soluzioni se e solo se a = —2 date da
r=x,y=—i—x 2=—2—1ir;se k = —i il sistema ammette soluzioni se e solose a = —2 ¢
sonodatedax =2,y = —x — 1,2 = —2 —ix.

- o . . . N 2(hk+h+4k?—1
Esercizio 6.9 Per il primo sistema, se k # %; —% I’unica soluzione ¢ r = %,

2(hk—h . oo L
= ,i’ 2 = 2BE=h) oo ooni b € C;se k = L il sistema ammette soluzioni se e solo se

2k+1 4kZ -1 2
h = Onel qual casosonodatedaz =z, y =0,z = 2?; se k = —% il sistema ammette soluzioni
seesolose h = 0 esonodateday = 8(z — 2), z = —3(x — 2). Per il secondo, se k # 2 ’unica

3
. N 2(—hk+k®—3k2—k+5 - 3_ —h—2k2 .
soluzione & 7, = — 2 +3k75 +5) g, = bk A2k Bkid gy = —h=2id2RE2 per ogni
heC;sek = g il sistema ammette soluzioni se e solo se h = f% nel qual caso sono date da
268—9 9z3+32
T1 =1, = BE0mL o egdB

Esercizio 6.13  Sia la prima matrice sia la seconda matrice hanno nucleo costituito dal solo
vettore nullo, la cui base ¢ vuota, mentre I'immagine di entrambe le matrici ¢ costituita da R3,
quindi si puo prendere come base dell’immagine la base canonica. Lo stesso accade per le trasposte
di entrambe le matrici.

Esercizio 6.14 La prima matrice ha nucleo costituito dal solo vettore nullo (la cui base & vuota),

o] |1] | 3 ol 1] | 3
s L 20 13 . 12| 3] |[-5
mentre I’immagine ¢ Span 7l 11] | 1 | |- unacui base ¢ MR ; la sua trasposta ha co-
3111 | 2 3111 | 2
51 51
me nucleo R 410 , come base del nucleo si puo prendere il vettore 410 , 'immagine della trasposta
-1 -1
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6 Esercizi del Capitolo 6: Sistemi lineari 15

1
& R? e come base va bene la base canonica. La seconda matrice ha nucleo Span | |1/ |, una cui
1
1
base & |1, mentre I’immagine di tale matrice & R?, quindi si pud prendere come base dell’immagine
1
la base canonica. Per quanto riguarda la trasposta, il nucleo ¢ dato dal solo vettore nullo, mentre
3 2 3 2
I’immagine ¢ Span | |—7|,|—1| |, una cui base ¢ data dai due vettori |—7| e |—1|.
41 |—-1 4 -1

Esercizio 6.15 dimImA = 3 = dimIm A7, dimKer A = 1 e dimKer A” = 0.Im A ha
una base formata da prima, seconda e quarta colonna di A; Ker A € generato da 5e1 —4ex+Tes € R%,
Im A” ha una base formata dalle tre colonne di A”, Ker A” = {O}.dimIm B = 2 = dimIm BT,
dim Ker B=0¢ dim Ker BT = 1. Im B ha una base formata dalle due colonne di B; Ker B={0};
Ker B” & generato da (7 —1)e; — (2 — 1)ea +e3 € R®; e Im B” ha una base formata dalle prime
due colonne di BT.

2
Esercizio 6.16 dimKer A = dimKer AT = 1,rg A =rg AT = 2, Ker A = Span 11],
-1
0 1 9 0] |2
ImA = Span | |2|,| 3 | |; Ker AT = Span [ |=1| |, Im AT = Span | |1, (3] |. Il sistema
1 |-3 2 1 |7
proposto ammette soluzione se e solo se k£ = 1, in tal caso le soluzioni sono datedaz = ¢,y = %,

o= 1t
Esercizio 6.18 Ker7 = {O};unabasediIm7 & {e2+e4,e1 +e2+2e4,e1 —e2+e3} C R*;
T(U) N T(W) ha dimensione 1 ed & generato da ez — e3 + 4eq € R*.

Esercizio 6.19 Pera # 0, —4sihalm A, = R3 e Ker Ay = {O0}; quindi dimIm A, = 3
edimKerA, = 0. Per « = 0 si ha dimIm Ay = 2 e dimKer Ay = 1, una base di Im Ao
& {—e2 + 2e3,e1 + 2e2} e Ker Ag & generato da es. Per « = —4 si ha dimImA_4 = 2 e
dimKer A_4 = 1,unabasediIm A_4 & {e1,ea —2es}, Ker A_4 & generato da 8¢, — 11es +4es.
Infine, R = Im A, & Ker A, per ogni @ € R.

Esercizio 6.22 dim(),., V2 = 0, una base ¢ I'insieme vuoto; dim [, Wi = 2, una base &
datada w; = —2e1 + e3, w2 = —e1 + e4.

2132 — I3 = O,
Esercizio 6.24 Equazioni cartesiane per U N W: ¢ 2x; + 22 — x4 = 0,  equazioni parame-
33 — %m =0

Tr1 = 7t,
. To = 10t7 . . . . . .
triche per U N W: 20t equazioni cartesiane per U + W: 0 = 0; equazioni parametriche
xr3 = )
Ty =1;
xr1 = tl,
= t 5
per U + W: 2 2
xr3 = t37
T4 = tg.

Esercizio 6.25 Si ha dim(U + W) = 4; quindi U + W = R*, da cui segue che una base

xr1 = t1 5
N I .. . Ty =t2, s . . N
¢ {e1, e2, €3, ea}, possibili equazioni parametriche sono ) e ’equazione cartesiana &
r3 =13,
T4 =14 )

0 = 0. Invece dim(UNW) = 2, unabase & {15e1 —9ez+ Tes —38eu, 30e1 +36e2+32e3—13e4 },
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16 Soluzioni degli esercizi

1lxy — 7Txo + 624 =0,

e possibili equazioni
2¢1 +x2 — 323 =0,

possibili equazioni cartesiane per U N W sono {

x1 = 1581 4+ 302,
ro = —9t1 + 3612
T3 = Tt1 + 32t2
XTg4 = —38t1 — 13t2 .

parametriche sono

Esercizio 6.26 dim(U + W) = 4, base e1, ez, e3, e4; equazioni parametriche per U + W:

xr1 = t1,
T2 = ta, equazioni cartesiane per U + W: 0 = 0.
T3 = t37
T4 = t4;
87 x1 = 87,
_ =11
dim(UNW) = 1, base 12155 , equazioni parametriche per U N W: Z _ 12596:” equazioni
2605 x4 = 2605t,

1 + 223 — 24 = 0,
cartesiane per U N W: { 2x1 + 3x2 — da3 + 224 = 0,
86x1 — 209z — 13923 + 55x4 = 0.

:Elzt—GT,

- To =8 . .
Esercizio 6.29 1 —z3+6x4 =0;{ t’ non sono le equazioni di partenza perché
T3 =1,
T4 =T,

per uno stesso sottospazio vettoriale ci sono infinite equazioni parametriche differenti.

_ 4t+Ts
T1= "3
- 22 14y — 1323 = = —Tet22t
Esercizio 6.30 {7 x1++8 xj 13 3z 0 0, 2 6 7 non sono le equazioni di
X1 ¥ T4 = Uj r3 = 8§,
Tq =1

partenza perché c’¢ un parametro in meno, dato che il sottospazio vettoriale ha dimensione 2.

r=-2(s+1),
- = 2 2w = L
Esercizio 6.31 y=st3t, {m +224 2w =0, non sono le equazioni di partenza
z =25, y—z—3w=0;
w =1t

perché queste sono due equazioni, mentre quelle di partenza erano tre.

Esercizio 6.32 Pert # 0, —1/2 si ha V; = R*, per cui possibili equazioni parametriche sono

1 = 81,
T2 = S2, R . . < ey eqe . . .
e I’equazione cartesiana ¢ 0 = 0. Possibili equazioni parametriche per V; sono
I3 = 83,
T4 = S4 ,
Ty = 81,
T2 = 81, - . L - L
mentre una possibile equazione cartesiana ¢ x1 — 2 = 0. Possibili equazioni
r3 = 83,
xr4 = S1 + S2,

xr1 = 81,
1
. To =81 — 582, - . .
parametriche per V_; /5 sono 1 1 mentre una possibile equazione cartesiana
T3 = —581 — 583
2 293

T4 = S1+ S2 + 83,
é2$172$2*2$37$420.
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7 Esercizi del Capitolo 7: Matrici e applicazioni lineari 17

T+ T2 = —H,
Esercizio 6.35 Per il primo sottospazio affine { x1 + x3 = —13, per il secondo sottospazio
X1 — Ta = 72;

x1 + 4xo + 3x3 — Txgy = 0.
Esercizio 6.38 = + 5y — 8z — 4w = T77.

=3 —25¢,
. =44t + 8
Esercizio 6.39 Y * P
z=—t— 2
707
w = 35t.

7 Esercizi del Capitolo 7: Matrici e applicazioni li-
neari

Esercizio 7.1 Poiché Im(70S) CIm T, allorarg(70S) <rg T’ poiché Im(70S) =Im (T'|im s),
allorarg(T o S) < rg S equindirg(7T o S) < min{rg S,rgT}.

x
Esercizio 7.2 Siha SoT|y| = S(z + (2y — a)t + 2t*) = ‘Qyﬁ— |- Da questo segue che
z
r=0,
Ker(S o T') & la retta di equazioni parametriche ¢ y = ¢, e di conseguenza il Teorema della
z=-2t,

dimensione implica che Im(S o T) = R%.

Esercizio 7.3 Dato che (idv —7)(idy +7) = idy =T+ T — T o T = idv e analogamente
per (idy +7)(idy —T'), I'inversa di T+ idy & idy —T.

. ail  ai2 ais 0 ass| . . . .
Esercizio 7.4 T |a21 a2 a2| = a0 ¢ un’applicazione lineare da M3 3(R) a
asiy asz2 ass
ail a2
a13 a14

ail aiz2 a1z  ai4 as1  aszo
Mj2(R). Un isomorfismo 7" : M3 4(R) — Ms2(R) & T |a21 a2 a3 ao2a| = .

a23 Q24
asz1 asz2 a33 Aas4
asi  as2

a33 as4

Esercizio7.5 a#0ea # 1.

Esercizio 7.6 Se T'(v) = O, allorav = T"(v) = T (T(v)) = O, quindi Ker T = {O} e
pertanto 7" & un isomorfismo la cui inversa & 7"~ .

Esercizio 7.7 Datov € V,haiv = (v — P(v)) + P(v): il primo addendo appartiene a Ker P

in quanto P(v — P(v)) = P(v) — P(P(v)) = O perché P & una proiezione, mentre il secondo
addendo appartiene banalmente a Im P, per cui Ker P 4+ Im P = V. Inoltre

dimer PNIm P) =dim Ker P+dim Im P—dimKer P+Im P)=dim Ker P+rg P—dim V' =0
e pertanto Ker P e Im P sono in somma diretta, da cui Ker P@Im P = V.

Esercizio 7.8 Se Ve W sono isomorfi, esiste 7' : V' — W isomorfismo, quindi Ker ' = {O}
e ImT = W, pertanto il teorema della dimensione implica che dim V' = dim W. Viceversa,
se dimV = dimW = n, scelte due basi By di V e Bw di W, allora I’applicazione lineare
Fg‘; o I, : V — W & un isomorfismo.

Esercizio 7.11 La matrice & \I,,.
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1 1 0 1 2
- 1 0 O 1 1] {1 0 O 0o 1 2
Esercizio 7.15 ’ ‘ 1 1 :‘ ; ‘ 1 2 3 :’ ;
0 1 03 11 1 1710 1 0 9 3 4 1 2 3
-2 3H1 0 0‘:‘—2 3 0_1 }’1 0 0‘:1 i 8_
1 7110 1 0 1 7 0 11 0 1 0 11 0
1 1 9 3 1 10 |0 1 2[|1 1 3 3
1 1 ‘ 1 7' =|—1 10[;|1 2 3||1 1|=1|6 6]
1 1 1 10| |2 3 4|1 1 9 9
o 3llo 3| 7 15 [0 L o2ljo 12 |5 8 1
Ol sl=1s sl |t 2 8|1 2 8|=[8 14 20|
2 3 4|12 3 4 11 20 29
Esercizio 7.16  Sono tutte e sole le matrici della forma Z 2,con a,beR.
377,71 3n71 3" -1
2
Esercizio 7.18 A" =|2.3""! 9.37"1 3n_1
0 0 1

Esercizio 7.19 Se X1, X appartengono a W abbiamo A(X:1+X2) = AX1+AXs = 04+0 = O,
per cui X1 + X2 € W. Analogamente, se X € W e A € Rabbiamo A(AX) = AAX = X0 = O,
per cui AX € W. Essendo chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari, ¥/ ¢ un sottospazio.

T11 + 2221 =0,
.. . T11 12 . —2:]311 — 4:1’21 =0
Per definizione, una matrice X = appartiene a W se e solo se ’
T21  T22 T12 + 2222 =0,

—21‘12 — 41‘22 = 0 .
1 2 0 0

. . S . -2 -4 0 .
La matrice dei coefficienti di questo sistema ¢ che ha rango 2. Quindi lo

2 0
0 0 1 20
0 0o -2 -4
spazio delle soluzioni del sistema ha dimensione 4 — 2 = 2; inoltre una base dello spazio delle solu-

1 0
zioni ¢ _%)/2, (1) .DiconseguenzadimW:2eunasuabaseé{‘_11/2 0 ,8 _11/2‘}
0 | |-1/2
Esercizio 7.21 Perk = —1.
Esercizio 7.23
1 0 0o o' 1 0 0 0
o1 1 -1 _[-1/2 1/2 1/2 0]
11 -1 1| ~|-1/2 3/2 1/2 —1|°
0 2 0 —1 —1 1 1 —1
1 0 —1 27" |1/4 —-3/4 1/4 1/4
01 o0 1 _|[-1 1 0 1|
2 3 2 0 —|5/4 =3/4 1/4 -=T/4|°
1 0 -1 1 1 0 0 -1
4 1 -1 17" |6/31  2/31 5/31 —4/31
1 -3 0 1 | 5/62 —19/62 —1/62 7/62
1 0 2 0 ~|-3/31 -1/31 13/31 2/31
0 0 1 2 3/62  1/62  —13/62 29/62
h =2 h
Esercizio 7.24 Lamatriceéinvertibileperh75:t\/i,l’inversaéﬁ —2 2h  —h?

1 —h Rh2-1

Esercizio7.25 A=1,, B=—1I,.
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8 Esercizi del Capitolo 8: Cambiamenti di base 19

Esercizio 7.26  Se A non ¢ invertibile, allora Ker A £ {O}; preso v € Ker A\ {O}, la matrice
B = |v---v| € M, »(R)non ¢ nullae AB = O. Viceversa, se esiste B € M, ,,(R) non nulla
tale che AB = O, basta prendere una colonna non nulla di B per ottenere un elemento non nullo
di Ker A e quindi A non ¢ invertibile.

Esercizio 7.27 Sexz € Ker A\ {O}, abbiamo a;1z1 +- -+ ainxn = Operognit =1,...,n.
Dato che x # O, indicato con ¢ I’indice per il quale |z;| & massimo, a meno di moltiplica-
re = per uno scalare, possiamo supporre che x; = 1 e |z;] < 1se j # i. Abbiamo allora
@ii = aiiti = —(an@1 + -+ + i 1%i—1 + GiiTi + Gii41Tit1 + -+ -+ AinTy). Prendendo il
valore assoluto di ambo i membri si trova

laii| = laixr + -+ aiji—1wio1 + @i Ti + Qiit1Tit1 + -+ QinZnl
—_—
<lasi|lz1] + -+ + |aii—1||Tim1] + |aw| || + |asir1]|Tis1] + -+ |@in||Zn]
<lasi|+ -+ |aii—1| + |ai| + |aiit1] + -+ |ain] < ||
che & una contraddizione (I’ultima disuguaglianza & quella fornita dall’ipotesi), per cui Ker A = {O}
e quindi A ¢ invertibile.
Esercizio 7.29 Siha

tr(AB) = (AB)11+ -+ + (AB)nn
= (a11b11 + -+ a1nbn1) + - + (@nibin + -+ + Annbnn)
= (b11a11 + -+ bp1ain) + -+ (b1nGni + -+ + bunann)
= (b11a11 + -+ binani) + -+ (bniGin + -+ + bunann)
(BA)11+ -+ (BA)nn = tr(BA) .

La prima uguaglianza segue dalla definizione di traccia, la seconda dalla formula per il prodotto
di matrici, la terza scambiando i fattori dei vari prodotti, la quarta riordinando la sommatoria, poi
usiamo di nuovo la formula per il prodotto di matrici e la definizone di traccia.

Nota: Questa dimostrazione ¢ piu chiara usando il simbolo di sommatoria, che sara introdotto
nell’Osservazione 9.5. Infatti si ha

n n

tr(AB) = Z(AB)hh = Z Zahkbkh = Z Z brnank = Z(BA)kk = tr(BA) .

h=1 h=1k=1 k=1h=1 k=1
Infine,

tr(B~'AB) = tr(B~'(AB)) = tr((AB)B™") = tr(A(BB™")) = tr(A) .

Esercizio 7.30 tr(I,) =1+ ---+ 1 = n; mentre tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0;
pertanto AB — B A non pud mai essere uguale a I,,.

8 Esercizi del Capitolo 8: Cambiamenti di base

Esercizio 8.2 Poiché U1,Us C Uy + Uy, allora T'(U1),T(U2) C T(Ui + Us); dato che
quest’ultimo & un sottospazio vettoriale, allora T'(U1) + T'(Uz2) C T'(Uy + Usz). Viceversa, ogni
elemento di T'(Uy + Us) si scrive come T'(w) per un opportuno v € Ui + Us; la definizione
di Uy + Us ci garantisce che esistono u1 € Ui e ue € U tali che u = w1 + wue, pertanto
T(u) = T(ui +u2) = T(u1) + T(u2) € T(U1) + T(U2) e quindi anche I’altra inclusione &
verificata.

Esercizio 8.3 w1, v2, v3 sono linearmente indipendenti perché A\1v1 + A2v2 + Azvs = O equi-

A2 +3\3 =0,

valea ¢ 2A\1 — A2 + A3 = 0, e si vede facilmente che I’'unica soluzione di questo sistema lineare
5A3 =0

& quella nulla; sono inoltre 3 vettori e dim R® = 3. La matrice di cambiamento di base dalla base

1
2 2

BB alla base canonica ¢ datada |1 0 —
0
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20 Soluzioni degli esercizi

Esercizio 8.4 Le due terne di vettori sono basi di Rz [¢] in quanto contengono vettori in numero
uguale alla dimensione di R [t] e tali vettori sono linearmente indipendenti (basta considerare la
matrice del cambiamento di base dalla base dei monomi a B o C e ridurre a scala). La matrice del

-3 -7 6
cambiamento di baseda BaC ¢ é 0 -4 12|
-3 -1 -6
- . R . _J|1 0[]0 O/ |0 1|0 O
Esercizio 8.5 Procediamo come nell’Esempio 8.6, contf{ 0 0 ,' ol’lo o ,‘0 1 }

come base intermedia. La matrice A (rispettivamente, C') di cambiamento di base da By a I5 (rispet-
tivamente, C) contiene per colonne le coordinate degli elementi di B (rispettivamente, C) rispetto
alla base By e quindi sono date da

1 4 5 1 1 2 2 7
1 4 -2 0 3 0 -1 1
A=l 3 1 9o €=l 4 1 o
0 3 3 2 01 1 2

La matrice di passaggio da BaC & B = A~'C, assumendo che (B sia una base e quindi) A sia
invertibile. Con una riduzione a scala troviamo

14 5 111 2 2 7 1 4 5 111 2 2 7
14 -2 0/3 0 -1 1 0o o0 -7 -112 -2 -3 -6
03 1 2/1 4 1 o |03 1 2|1 4 1 0
03 3 201 1 2 0 3 3 210 1 1 2
1 4 5 11 2 2 7 1 4 5 111 2 2 7
_>0 3 3 210 1 1 2 _>0 3 3 210 1 1 2
0 3 1 211 4 1 0 00 -2 0|1 3 0 -2
0o 0 -7 -112 -2 -3 -6 0o o0 -7 —-112 -2 -3 -6
1 4 5 1 1 2 2 7
0 3 3 2 0 1 1 2
oo —2 o] 1 3 0 -2
0 0 0 -1]-3/2 -25/2 -3 1
Essendo i pivot di A tutti diversi da 0, ne segue che la matrice A ¢ invertibile (e che B & una base).
Proseguendo come nell’Esempio 8.6 otteniamo
1 4 5 1 1 2 2 7 1 4 5 0o|-1/2 -21/2 -1 8
0 3 3 2 0 1 1 2 0 3 3 0| -3 -24 -5 4
00 -2 0 1 3 0 -2/ "o o -2 o 1 3 0 -2
0 0 0 -1]-3/2 -=25/2 -3 1 0 0 0 -1]-3/2 -25/2 -3 1
1 4 0 0 2 -3 -1 3
4}0 3 0 0-3/2 —-39/2 -5 1
0 0 -2 0 1 3 0 -2
0 0 0 -1]-3/2 —-25/2 -3 1
1 0 0 0 4 23 17/3 5/3
_>O 3 0 0|-3/2 —-39/2 —5 1
00 -2 0 1 3 0 -2
0 0 0 -1]-3/2 —-25/2 =3 1

e quindi
4 23 17/3  5/3
-1/2 -13/2 -5/3 1/3
-1/2  =3/2 0 1
3/2 25/2 3 -1
Infine, una riduzione a scala effettuata sulla matrice C' (o sulla matrice B) mostra che anche C' &
invertibile, per cui anche C ¢ una base.

Esercizio 8.6 pi(t), p2(t), p3(t) sono 3 polinomi di Cz[t] che ha dimensione 3 e lo stesso ac-
cade per q1(t), g2(t), g3(t); basta quindi provare che la matrice delle coordinate rispetto a una base
& invertibile e questo si pud fare facilmente rispetto alla base 1,¢,¢?. La matrice del cambiamento
-3+ 3t 5+ 3¢ 4 + 61
dibasedaBaCedatada St (-2 +8i 21 -8  —10+1i|.
6 —5—10c 243

B=
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8 Esercizi del Capitolo 8: Cambiamenti di base 21

Esercizio 8.7 w1, v2,vs sono linearmente indipendenti in quanto A1v1 + Aava + Azvs = O
A+ A2 +3A3 =0,
equivale a ¢ 2A\1 + 52 +3A3 =0, e riducendo a scala trovi che I'unica soluzione di questo
4\1 +5X 2+ A3 =0
sistema lineare ¢ quella nulla, inoltre sono 3 vettori e dim R? = 3; lo stesso accade per w1, u2, us.
12 —-104 -—-34
La matrice di cambiamento di base dalla base I3 alla base C ¢ data da 31—0 27 101 31
-3 =29 11

Esercizio 8.8 vi,v2,v3 sono linearmente indipendenti in quanto A\qv1 4+ Aqve + Azvs = O
(IT+2)A +iX2+ A3 =0,
equivale a < (2 —4)A1 + A2 + A3 =0, e riducendo a scala trovi che 1’unica soluzione di
M+ (1+3)A2 —iX3 =0
questo sistema lineare & quella nulla, inoltre sono 3 vettori e dim C* = 3; lo stesso accade per
1+5i 10—2 20 — 24
u1,u2, us. La matrice di cambiamento di base da BaC ¢ % —2—4i 149 —16+ 124|.
7T—61 —1-—2i —3—4i
Esercizio 8.9 {pi,p2,ps,ps} & unabase di Rs[t].

1 1
0 0

0
0

1

Esercizio 8.10 dim W = 3; una base di W ¢ data da 1

bl >

0 0
1 1y

Esercizio 8.11 Procedendo come nell’Esempio 8.2 si trova che dim(U + W) = 3, con base
{p1,p2,q2}, e diim(U N W) = 1, con base {—6¢2 + g3 = 6 — 4¢ + 8t*}.
0 -1 —2’

Esercizio 8.12 ll 3 1

Esercizio 8.13 (a)

3 4 0 0 1 1] 1]-3 4 o —16/19 23/19 —24/19
3 2 1| -2 3 7|3 2 1|=|719 22/19 —18/19
1 -1 -1 1 -3 —1| |1 -1 —1| [224/19 20/19 32/19
per La,e
-3 4 o] l2 o 2|]-3 4 ol [36/19 2/19 2/19
3 02 1| -|-1 3 -—1/-/3 2 1|=|[8/19 30/19 -8/19
1 -1 -1 1 -1 3] |1 -1 -1 [85/19 —9/19 86/19
per Lp;
(b) )
1o 1o 1 1]t o1 4 8 5
110 -2 3 7/-1 1 0=|1 2 4
01 1 1 -3 -1/ /0 1 1| |-3 -6 -4
per La,e
1o 12 o 2|1t o 1 |21 -1
11 0 1 3 —1/-]1 1 o=l0 1 -1
01 1 1 —1 3|10 11 Jo1 5
per Lp;
(©
1o 1 o 1 1] ]-3 4 o0 27/2  9/2 -1
1 1 0 2 3 7|13 2 1|=|-72 5/2 -3
01 1 1 -3 -1 |1 -1 -1 |-19/2 -7/2 1
per La,e
1o 1" ]2 o 2|3 4 o 5 5 3
1 1 0 1 3 -1/-/3 2 1]|=|6 -2 1
01 1 1 -1 3|1 -1 -1 |-9 1 =5
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per Lp;
(d
3 4 ot lo 1 1|1 oo 1] [11/19 22/19 35/19
3 2 1 <12 3 7|1 1 0/ =|13/19 26/19 31/19
1 -1 -1 1 -3 -1/ [0 1 1 36/19 72/19 4
per La,e
-3 4 ot 2 o 2/t o1 6/19  14/19  4/19
3 2 1 =1 3 —-1]-{1 1 0|=114/19 20/19 22/19
1 -1 -1 1 -1 3 0 1 1 —8/19 —44/19 —94/19
per Lp.
.. 1 3
Esercizio 8.14 ’3 5‘.
1 0 0
Esercizio 8.15 Una (facilissima) riduzione a scala della matrice B = |0 1 0| mostra
1 -1 2
che B & una base. L’endomorfismo 7" dev’essere della forma L4, dove A € Ms 3(R) & tale che
3 -1 0
AB =C,dove C = |1 0 2| contiene i vettori wy, w2, ws. Quindi
0 2 0
3 -1 0
A=CB'=|0 1 1
0 2 0

Questa ¢ anche la matrice associata a T’ rispetto alla base canonica, mentre la matrice associata a T’
rispetto alla base B ¢

3 -1 0
B 'AB=B'(CB"YB=B'C=|1 0 2
-1 3/2 1
- . . 1 1] . . 1 0
Esercizio8.16 dimIm7 = 1,basedilmT = 11 ;dimkerT" = 3,basediker T' = 0 —1l°
1 111 0
0 op|1 off
- 2 0
Esercizio 8.17 A= ’0 3"
—2 1 0 xr3 — 2x9 —x2 + 33
.. - 1 0| (0] |. T2 _ —2x3 4+ 14 Ly
Esercizio 8.18 5 = ol 1l o ;T s = | 5wy + 35 4 224|" Poiché
0 0 1 T4 T2 — T4
—x2 + 3x3 + 2(—2x3 + x4) — (=522 + 3w3 + 2x4) = 0, T manda W in sé. La matrice associata
0o -2 1
aT rispetto a Bedatada [—=5 3 2
1 0 -1

Esercizio 8.19 Siha
T(X1+X2) = A(X1+X2)—(X1+X2)A = (AX1—X1A)+(AX2—X2A) = T(X1)+T(X2) s
T()\X) = A()\X) - ()\X)A = \NAX — XA) = )\T(X) R
1 0o oo 1 ‘0 0

I I

per cui 7" ¢ lineare. Rispetto alla base By = {‘O 0 ol*lo ol’lo 1

‘ } I’endomorfismo

T ¢ rappresentato dalla matrice
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8 Esercizi del Capitolo 8: Cambiamenti di base 23

0 1 1] |1
Riducendo a scala si vede subito che Im M = Span _11 , _01 eche Ker M = Span i , 8
0] |—1 0| |1
per cui Im 7T = Span ('(1) _01 , _11 —OID e KerT' = Span (H (1)‘ , ‘é (I)D Siccome la
matrice
0 1 1 1
1 -1 1 0
-1 0 1 0
0 -1 0 1
ha rango 4, ne segue (perché?) che M2 2(R) = Ker T'@ ImT.

Esercizio 8.20 rg7 = dimKer7T = 2, base Ker T = ‘1 OHl 2’}

0 11'|12 4
0 -1/ 2 3
base Im 7T = {‘1 0 ’,‘0 72’}

Esercizio 8.21 Sono 4 elementi di M2 (C) che ha dimensione 4, quindi basta provare che

sono linearmente indipendenti, il che si vede scrivendo le coordinate degli elementi di B rispetto

alla base delle matrici elementari, riducendo a scala la matrice 4 x 4 che si ottiene e verificando

che ha 4 pivot non nulli. La matrice associata all’applicazione lineare S rispetto alla base B ¢
2+ 2 —2+1 —2+1 -9 -6t

—7+51 6—231 5 —32¢ 70 — 274 |

4—4 -3+15t —2421i —454 20
—1i i i —3 + 6@

Ker S = {0}, Im S = M »(C).

Esercizio 8.22 rgT = 6, dimKerT = 3, base di KerT' = 0O O o0],]1 =3 1

0 0 0
0O 0 O
1 -3 1
-1 1 -4 -3 -3 2
Esercizio 8.23 La prima matrice ¢ data da% —2 —4 —4|,lasecondada| 1 1 =2,
~1 -1 —4 12 1/2 -1
-2 0 0
laterzada| 0 —1 O0;base KerT = {t*}, base di Im T = {1,t}.
0 0 O
0 1 0 1 0
Esercizio 8.24 Lamatrice¢|0 —1 —3 | KerT=Span(1),Im7=Span | [-1|,| -3
0 -2 =20 —2| |—20
0 0 0
1+ 0 O
Esercizio 8.25 La matrice associata & data da ? 8 _02 , inoltre Ker ' = Span (¢),
0 0 0
0 0 -1

—2¢2
—t2

1+i)t
1

I

ImT = Span ('(

)

Esercizio 8.26 La prima coppia di matrici & costituita da matrici simili: infatti, si passa dall’'una
all’altra scambiando le ultime due coordinate (che ¢ equivalente a prendere come nuova base quella
ottenuta scambiando gli ultimi due vettori della base canonica), per cui

—1

1 0 0 1 0 0 1 0 0 (1 0 O
0 3 0/=|0 0 1 0 2 0/-|0 0 1
0 0 2 0 1 0 0 0 3/ 10 1 0
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Le due matrici nella seconda coppia invece non sono simili. Il modo pil veloce per dimostrarlo
consiste nel ricorrere all’Esercizio 7.25: la traccia della prima matrice ¢ 6, quella della seconda
¢ 11, e quindi non possono essere simili. Un secondo modo consiste nel notare che la prima matrice
¢ invertibile mentre la seconda non lo &, per cui non possono essere simili. Infine, un terzo modo
consiste nel procedere come indicato nell’Osservazione 8.2, dove A & la prima matrice e A’ la
seconda. Il sistema BA" — AB = O nella matrice incognita B & rappresentato dalla matrice

0o -2 -3 2 0 0 3 0 0
-2 -2 -1 0 2 0 0 3 0
-3 -1 -1 0 0 2 0 0 3

2 0 0 2 -2 -3 5 0 0

0 2 o -2 0 -1 0 5 0

0 0 2 -3 -1 1 0 0 5

3 0 0 4 0 0 6 -2 -3

0 3 0 0 4 0o -2 4 -1

0 0 3 0 0 4 -3 -1 5

Una riduzione a scala mostra che questa matrice ¢ invertibile; quindi il sistema BA" — AB = O
ammette solo la soluzione nulla, per cui A e A’ non sono simili.

Esercizio 8.27 Sian = dimV e m = dim W. 1l teorema della dimensione ci dice che il
nucleo di 7" ha dimensione n — 7; sia {vy41,...,v,} una base di Ker T, completiamola a una
base B = {v1,...,0r,Ur41,...,0n} di V, e poniamo U = Span(v1,...,v,), e w; = T'(vj) per
j=1,...,7. Siccome UNKerT = {O}, abbiamo che T'|y ¢ iniettivo; quindi {ws, . .., w, } sono
linearmente indipendenti. Completiamoli a una base C = {w1, ..., Wy, Wyrit1, ..., W }; si verifica
immediatamente che la matrice che rappresenta 7" rispetto alle basi B e C & della forma voluta.

Esercizio 8.28 Ad esempio T' = id2.

Esercizio 8.29 Indicati con v1, ..., v, i vettori della base B, il fatto che la matrice associata a
T rispetto a BB sia la matrice identita implica che T'(v;) = v; per j = 1,...,n. Pertanto idy e T’
sono due applicazioni lineari che assumono gli stessi valori su una base e quindi coincidono.

9 Esercizi del Capitolo 9: Determinanti

2 2
.. + + 1
Esercizio 9.2 AT =Aseesoloseais=as1,A%>= 11 7 a1z arz(an + az) 0‘

ar2(a1 + az2) ais + a3y 0 1
implica a3 +al=1,a3+a3=1e ai2(a11 + az2) = 0. Se a2 = 0, allora a3 = a3y =1,
poiché det A > 0, hai che a11 e as2 devono essere concordi, quindi entrambi uguali a 1 oppure a
—1, pertanto |a11+az2| = 2. Seinvece a1z # 0, alloraaze = —a11, quindidet A = —a31—a3, <0
il che contraddice det A > 0.

Esercizio 9.3 6m, —3, —1.

3.1, -2

Esercizio 9.5 :,

Esercizio 9.6 Per la prima matrice conviene sostituire 1 con R — 3 R3 e poi usare lo sviluppo
di Laplace lungo la terza colonna, ottenendo 36; in alternativa puoi prendere al posto di R4 la
differenza R4 — Ro. Per la seconda matrice sostituendo Cy con Cy + C e sviluppando lungo Cy
trovi —8; un’altra strategia efficace ¢ prendere al posto di Rz la differenza R3 — Rs.

Esercizio 9.7 3(k® — 3k — 3), 6k — 14k* — 89k — 75.
Esercizio 9.8 &+ 4 — (k* + k* + 7k — 3)i, 5k® — 2k + 2 + (4k® — 9k + k + 3)i.

Esercizio 9.9 det k5_k1 k Z 3’ = 4k — 2k + 3. Questo polinomio non ha radici reali, ma
ha le due radici complesse k = &%ﬂ’ per cui la matrice assegnata ¢ sempre invertibile se k € R,

mentre se k € Clo ¢ se e solo se k # &%m,

k k+i

Esercizio 9.10 det k— i | =1 # 0 per ogni k € C.
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Esercizio 9.11 Il determinante della prima matrice vale (as — a1)(as — a2)(a2 — a1), quello
della seconda (a4 — a3)(as — az2)(as — a1)(as — a1)(as — az2)(az — a1); quello della terza vale
(az—a1)(az—az2)(az—a1)(a1+az2+as); ultimo (as—a1)(as—az2)(az—a1)(a1+az2)(a1+as)-
(a2 + as). Per calcolare il terzo moltiplica la prima riga per a1 e sottraila alla seconda e moltiplica
la seconda riga per a? e sottraila alla terza, mentre per I’ultimo la prima riga per a? e sottraila alla
seconda e moltiplica la seconda riga per a; e sottraila alla terza. La formula per matrici n X n che
generalizza quella ottenuta per la prima e la seconda matrice ¢

(an_an—l)(an_an—Q)"'(an_al)"'(a2_a1) = H (a]- —ai).

1<i<j<n
.. 1 0 2 0
Esercizio 9.13 A:l 0 2 ,B:‘ 0 -2 '
- 1 2 1 3
Esercizio9.14 C = ’O O’D:‘O O"

Esercizio 9.15 Applicando ripetutamente I’omogeneita in ciascuna colonna fissate le altre trovi

det[AA1  AAy -+ AAn| =Adet|[Ar Ay oo M| =Mdet|Ar Ay - A,
= =A"det|A1 Ay -+ Au|.

Esercizio 9.16 det A = det AT = det(—A) = (—1)" det A = — det A, per cui det A = 0.

Esercizio 9.17 Se i = j la quantita data & lo sviluppo di Laplace del determinante di A lungo la
i-esimariga. Se i # j, & lo sviluppo di Laplace del determinante di una matrice ottenuta sostituendo
alla j-esima riga della matrice A, la i-esima riga di A; si tratta quindi di una matrice con la i-esima
e la j-esima riga uguali e pertanto il suo determinante ¢ nullo.

16 —120 240 —140
1 1 £0, inversa —120 120 —2700 1680
6048000 — 28-33.53.7 ’ 240  —2700 6480  —4200
—140 1680  —4200 2800

Esercizio 9.19 Determinante

Esercizio9.20 z= 5.y=1,2=—3;2=3,y=2,2=0;2 = 8385781, y = —887112.

11>
2k k-2
k+1 3k

_ 2k%43k—2 k(k—3)
= BkTtkr2 Y T BRIikt2

Esercizio 9.21 det

‘ = 5k + k + 2 # 0 per ogni k& € R. La soluzione &

Esercizio 9.22 1l determinante della matrice incompleta vale —3k* 4+ 3k — 1 # 0 per ogni
2(k3 —5K%—2k+2) 4k —15k2+5k—3 2k (k2 —3k—5)

3k2—3k+1 ’ 3k2—3k+1 > T 3k2-3k+1

k € R. La soluzione &¢ z =

Esercizio 9.23 Il determinante della matrice incompleta vale —9 + 37 # 0 per ogni k € C. La
soluzione & w = — 2t (5k% + (14 — 4d)k + 22 — 114), y = 1234 (5k% — (1 — i)k — 3 — 61).

Esercizio 9.24 Ha determinante —144 # 0 per ogni k € C;
1

T = m[—(?,kz + 172k + 481) + (63k> + 639k + 350)i],
y= ﬁ[?lf + 396k + 845 — (147k> 4 1283k + 646)1),
z= ﬁ[lﬁ + 58k + 177 — (21k* + 227k + 126)i].

Esercizio 9.25 Se A ¢ la matrice nulla, allora S & I’applicazione identicamente nulla e quindi
det S = 0; se invece A ¢ una matrice non nulla allora A € Ker S e quindi det S = 0 perché Ker S
contiene una matrice non nulla e pertanto non & invertibile. Prendendo come base di M, ,(R) la

A O .- O
.. . . . N . .10 A .o
base delle matrici elementari, la matrice associata a 7" € la matrice a blocchi R
. SN
0] 0O A

quindi applicando I’Esercizio 9.12, si ottiene che det 7" = (det A)™.
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Esercizio 9.26 1l nucleo di 7" contiene tutti i polinomi costanti, quindi I’endomorfismo non &
invertibile e pertanto det 7" = 0.

Esercizio 9.27 detT = (1+14)* = —4.

Esercizio 9.29 La prima matrice ha rango 2 per ¢ = 0, altrimenti ha rango 3; la seconda ha
rango 2 per t = 0, altrimenti ha rango 3; la terza ha rango 2 per ¢ = £1, altrimenti ha rango 3.

Esercizio 9.30 Il rango della matrice assegnata vale 5, infatti prendendo tutte e cinque le righe
e scartando la prima e I’ultima colonna si ottiene una matrice 5 X 5 con determinante non nullo.

10 Esercizi del Capitolo 10: Geometria affine

Esercizio 10.2 1l punto A~ € R®,

1
Esercizio 10.3 La prima retta ha vettore direttore vg = |—1|, la seconda retta ha vettore diretto-
2
—2 4
revy = | 2 |;essendo vy = —2vg le due rette sono parallele o coincidenti. Ma il punto P; = |—5
4 9

appartiene a entrambe le rette (si ottiene prendendo ¢t = 3 e s = 0), per cui le due rette sono coin-
cidenti, cioe i due insiemi di equazioni parametriche descrivono la stessa retta. Si giunge alla stessa
1
,dove Py = |—2|.
3

conclusione anche notando che rg |[vo  vi| =1=rg|ve v1 Po— P

Esercizio 10.8 I tre punti sono allineati se e solo se esistono v € R% e ¢1,%2 € R tali che
Pj — Py = tjv per j = 1,2, ciod se e solo se la matrice [P — Py P> — Po| ha rango minore di
x
Y

— X0 T2 — X0
— Yo Y2 —Yo

. . T, —T . .
2; le coordinate di P; — Py sono yj 0 , quindi det ! = 0seesoloseitre
i — Yo 1

punti sono allineati.

Esercizio 10.9 I tre punti sono allineati se e solo se esistono v € R® e t1,%2 € R tali che
P; — Py = tjuperj = 1,2, cioe se e solo se la matrice |P1 - Py P — Po‘ ha rango minore di

rj — X0
J
2; poiché le coordinate di P; — Py sono |y; — ¥o |, segue subito la conclusione.
Zi — 20
J

Esercizio 10.11 Se ;1 = o, non si pud applicare il teorema degli orlati per imporre che il
l x1—x0

rango di |{m 1 — yo| valga 1 orlando la matrice 1 X 1 avente come unico elemento x1 — o
no 21— 2

perché questa non ha determinante diverso da 0, quindi il sistema 10.16 non & equivalente alla

richiesta che il rango della matrice sia uguale a 1. Bisogna utilizzare lo stesso procedimento riferito

a un’altra componente dei due punti diversa da Py a Pi, e certamente una almeno lo ¢ in quanto

sono distinti, e procedere utilizzando la stessa strategia riferita a quella.

Esercizio 10.12 La retta passante per P ¢ P1 ha equazioni parametriche P = Py+t(P1 — P),

=,
cioe ¢ y=1—1¢, come affermato. Procedendo come nel Paragrafo 6.5 troviamo le equazioni
z=3—t,
. r=m,
cartesiane
{y —z=-2.
3t+y+z=8 > =0,
- . . x z =28, L .

Esercizio 10.13 Equazioni cartesiane Y equazioni parametriche { y = ¢ + 7,

20 +y+2z=38; R
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Esercizio 10.14 Se Py, P, e P> sono allineati, allora Py, P1, P> e P5 sono certamente com-
planari, ¢ la matrice |1 — Py P> — Py P3 — Py indicata ha le prime due colonne linearmente
dipendenti per cui ha automaticamente determinante nullo. Se invece Py, P; e P, non sono allinea-
ti, il piano 7 passante per essi ha equazione parametrica P = Py + s(P1 — Py) + t(P> — Pp). In
questo caso i quattro punti Py, P1, P>, P3 sono complanari se e solo se P3 € m, cio¢ se e solo se
esistono so, to € R tali che Ps = Py + so(P1 — Po) + to(P2 — Po) o, equivalentemente, tali che
P3s— Py = so(P1— Py) +to(P2— Po). Ma questo accade se e solose Ps — Py, P,— Poe PL — Po
sono linearmente dipendenti, e quindi se e solo se det |P1 —P P,—Py P3— Po‘ = 0, come
affermato.

r=t+s—1,
Esercizio 10.15 Equazione cartesiana z—y—z-+1 = 0; equazioni parametriche < y = t,
z=s.

Esercizio 10.18 In entrambe le tabelle, I’'impossibilita della prima riga & dovuta al fatto che
aggiungendo una colonna il rango puo crescere al massimo di 1; quella nella seconda riga ¢ dovuta
al fatto che aggiungendo una riga il rango non puo decrescere.

1 3 -1 2

Esercizio 10.19  Abbiamowvo = |—1|,Pp = |—=1|,v1 = | 1 |e Py = |1|;quindirg|vo v1]| =2
2 2 1 2

erg }vo vi Po— P1| = 3, per cui o e r1 sono sghembe.

.. 1 1 0 0 1 -1 0 -1
Esercizio 10.21 Ponendo Ay = 1 2 1 bo = 'O , A = '1 5 1] by = ‘ ol le
equazioni cartesiane delle due rette divengono Aoz = by ¢ A1x = b;. Siccome rg ﬁ(l) =3e
rg 21? 2(1) = 4, le due rette sono sghembe.

2+ 3y —z=4, -3/2
Esercizio 10.22 Ilsistema{ x+y =0, ammette come unica soluzione Py = | 3/2 |;
r—z=1, —5/2
quindi 7 e r sono incidenti, e si intersecano nel punto Fj.
r=1t+s,
Esercizio 10.23 Equazione cartesiana x — y — z = 0, equazioni parametriche { y = t,
z=s.
T =1,

Esercizio 10.24 Equazione cartesiana 3z —y—2z = 0, equazioni parametriche < y = 3t — 2s,
z=s.

Esercizio 10.28 Siccome
det}A’l—O' AL -0’ Ag—O'|:—1;éO edet|A'1’—O” AY—-0" Ag’—O”|:—6;«tEO7

le quaterne di punti {O’, A}, A5, Ay} e {O”, AT, A5, A4} sono non complanari (vedi I’Esercizio
10.10), € quindi R’ e R” sono dei riferimenti affini. La matrice di cambiamento di coordinate affini
B'daR aRoe B = |A] -0 A, —0O" Aj— 0’| che abbiamo visto avere determinante
negativo; quindi Ro e R’ hanno orientazione opposta. Analogamente, la matrice B” di cambia-
mento di coordinate affini da R” a Ro ¢ B = |A’1’ - 0" Ay —-0" AY —0"|, anch’essa
con determinante negativo; quindi anche R e R’ hanno orientazione opposta, e di conseguenza
R’ ¢ R” hanno la stessa orientazione. La matrice B di cambiamento di coordinate affini da R’ a
R e

/3 —1/3 —-1/3
B=(B"Y'B'=|1/6 -2/3 —-1/6
-5/6 1/3 -1/6
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(che ha determinante uguale a 1/6, confermando il fatto che R’ e R” hanno la stessa orientazione).

—1
Siccome O” — O’ = | 2 |, la formula di cambiamento di coordinate affini da R a R" &
—1
o1,/ 1,/ 1./
T —§$1—§1’2—§$3—1,
o1 0 2,/ 1.7
Ty = 6.T1 — §I2— 61’34—2,
"o 5,./ 1,./ 1.7
T3 — 7@1?1 =+ §$2 — 6133 —1

11 Esercizi del Capitolo 11: Prodotti scalari ed her-
mitiani

Esercizio 11.1 La prima e la quarta applicazione non sono prodotti scalari, le altre si. Le matrici

richieste sono

1 -1 0/ o1 1 -1 1 0 1 0 0 400 0 37
-1 3 o0/, [t o1, |1 -1 0|, o =10, [0 0o 0.
0 0 =« [1 10 0 0 -1 o 0 o [3y/7 0 227

(, )2 & definito positivo, {,)s & indefinito e non degenere, (,)s & semidefinito negativo, (,)e &
indefinito e degenere, (, )7 & semidefinito positivo.

Esercizio 11.3  E una forma bilineare: infatti se p1, p2, p, g1, g2, ¢ € R,[t] e A € R abbiamo
(pr +p2,9) = (1 +p2)(0)q(0) + - - - + (p1 + p2)(n)q(n)

= (pa( )+p2 ) (0) + -+ + (p1(n) + p2(n))q(n)
= (p1(0)g( 4 p1(n)g(n)) + (p2(0)g(0) + - - - + p2(n)g(n))
=(p 17q>+<p2, ),
(P, a1+ g2) = p(0)(q1 + g2)(0) + - + p(n)(q1 + g2)(n)
= p(0)(q1(0) + ¢2(0)) + - - + p(n) (q1(n) + g2(n))
= (p(0)q1(0) + - - +p(n)g1(n)) + (p(0)g2(0) + - - - 4+ p(n)gz(n))
= q) + (p, qz)
(Ap,q) = (Ap)(0)q (0)+ (/\p)(n)Q( )=Ap(0)q(0)+--~+kp(n)q(n)
= A(p(0)q(0) n)q(n)) = Xp,q) ,
(p, Ag) = p(0)(Ag)(0 ) ( )(Ag)(n )= ( ) q(0) + - - -+ p(n)Ag(n)
= A(p(0)q(0) + (n)g(n)) =

E simmetrica:

(@,p) = q(0)p(0) + - - - + q(n)p(n) = p(0)q(0) + - - - + p(n)q(n) = (p, q)

(nota che se avessimo verificato prima la simmetria avremmo potuto risparmiarci due delle quattro
verifiche della bilinearita). Infine, (p, p) = p(0)? + - - - 4 p(n)? > 0 sempre, e (p, p) = 0 se e solo
se 0, ..., n sono radici del polinomio p; ma I’unico polinomio di grado al pitt » con n + 1 radici &
il polinomio nullo, per cui (p, p) = 0seesolose p =0, e (-, ) & definito positivo.

Esercizio 11.4 Essendo un polinomio omogeneo di grado 1 in v; e vz & lineare nella prima
variabile. Inoltre

(w, v)1 = 2w101+2iw1 02 — 2iw2 V1 +4w2Uz = 201W1 + 2iv1W2 — 2iv2wW1 + dvoWz = (v, w)1,
per cui ¢ hermitiano e quindi risulta una forma sesquilineare. Siccome
(v,v)1 = 2|v1|2 + 2401U3 — 210207 + 4|1/2|2
= 2(Jv1|* = 2Im(v12) + 2v2f*) = 2(Jor|* — 2Tm(0173) + [v2]* + [v2]*) 2 0

per ogni v1,v2 € Ce (v,v)1 = 0sse v = vz = 0, & definito positivo. Invece (, )2 & semidefi-
nito positivo in quanto la disuguaglianza (v,v)s = 2(Jv1|* — 2Im(v17z) + |v2|?) > O per ogni
v1,v2 € C continua a valere, ma il vettore v di componenti v1 = 1, vo = —i verifica (v, v)2 = 0.
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Esercizio 11.5

(A1p1 + A2p2, ) = (A1p1 + A2p2)(0)q(0) + (Aap1 + Aap2)(1)q(1) + (A1p1 + Aap2)(i)q (i)
= A1p1(0)q(0) + Aip1(1)q(1) + Aap1(i)q(d)
+ A2p2(0)q(0) + A2p2(1)q(1) + Aap2(i)q(i) = A1 (p1, @) + A2 (p2, q)

per ogni A1, A2 € Ce p1,p2,q € Ca[t]. Inoltre

(0, p) = q(0)p(0) + q(1)p(1) + a(D)p(i) = p(0)q(0) + p(1)a(1) + p(i)q(i) = (p, q)

e quindi si tratta di un prodotto hermitiano. Infine (p,p) = [p(0)|* + [p(1)|* + |p(i)|* > O e
(p,p) = 0 se e solo se il polinomio p si annulla in 0, 1 e ¢, dato che il suo grado vale al massimo 2
¢iod puo accadere solo se ¢ il polinomio nullo.

Esercizio 11.6
(A1 + Ay, BY=tr(BTP(A; + A))=tr(BTPA; + B' PAy)=tr(BT PA,) + tr(BT PA,)
= (A1, B) + (As, B)
perogni A1, A2, B € M>2(R).
(M, B) = tr(B"P(AA)) = Mtr(BTPA) = A(4, B)
perogni A € Re A, B € Ms»(R).

(B, A) = tr(A"PB) = tr((A"PB)") = tr(B" PT A) = tr(B" PA) = (A, B)

per ogni A, B € M>>(R), quindi si tratta di un prodotto scalare. Inoltre se A = ’(Z Z‘ allora

(4,4) = tr(ATPA) = a® + 2ac+2¢* + b +2bd +2d*> = (a+c)* + 2+ (b+d)* +d* > 0.
Se poi (A, A) = Oalloraa+c=c=b+d=d = 0equindi A = O, pertanto si tratta di un
prodotto scalare definito positivo.

Esercizio 11.8  Grazie all’additivita nella prima e nella seconda variabile e alla simmetria, per
ogni v, w € V hai

(v+w,v+w) = (v,v+w) + (w,v+w) = (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w)

da cui ’'uguaglianza richiesta.

Esercizio 11.9  Grazie all’additivita nella prima e nella seconda variabile e alla hermitianita, per
ogni v, w € V hai

(v+w,v+w) = (v,v+w) + (w,v+w) = (v,0) + (v, w) + (w,v) + (w, w)
= (v,v) + (v,w) + (v, w) + (w,w) = (v,v) + 2Re(v, w) + (w,w),
da cui la prima uguaglianza richiesta. Analogamente
(v 4w, v +iw) = (v,v + W) + i(w,v + 1w) = (v,v) —i{v,w) + i{w,v) + - (—i){w,w)

= (v,0) —i(v, w) +i(v, w) + (w, w) = (v, 0) +i((v, w) = (v, w)) + (W, w)
= (v,v) + (=2 Im(v, w)) + (w, w) = (v,v) + 2Im(v, w) + (w, w).

Esercizio 11.11 Siha

Hv—}—sz—&—Hv—wH (v+w,v+w)+ (v—w,v—w)
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w) + (v,v) — (v,w) — (w,v) + (W, w)
=2(|[olI” + [lwl®) -

1l parallelogramma di vertici O, v, w e v + w ha due lati lunghi ||v||, due lati lunghi ||w]|, e le due
diagonali lunghe rispettivamente ||v 4+ w|| e ||v — w||; quindi questa uguaglianza dice che la somma
delle aree dei quadrati costruiti sulle diagonali di un parallelogramma ¢ uguale alla somma delle
aree dei quadrati costruiti sui lati.
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. N 3 3ei+
Esercizio 11.12  Una base ortonormale per (, )2 & <%, ok, S

— v V4 _ 1 . v _ 1 . . . RN
Esercizio 11.13 (m, ”Tj”) = m(v,, —Hv;“) = TerllosT (vi,vj). Se i = j questa quantita

vale [t (vi,vi) = 1, se invece ¢ # j trovi 0.
T

Esercizio 11.14  Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt ai tre
generatori di V' otteniamo

1 5 50 1 1 1 1 4

-1 1 1| |=1 —1| |=1 -1 |2

“’11’“’21_<1’1>/<1’1> 1|7 |o]

—1 1 1| |=1 —1| |=1 —1 |2
-3 3] |1 101 1 3] |4 4 |4 4] |0
;-3 -3 |-1 —1] |-1 -1 —3] |2 2| |2 2[ |0
Ws=| 1|~ 111 111 1| 110 0|’ |0 o/~ o]
-3 -3 |-1 —1] |-1 —1 —3] |2 2| |2 2| |0

1 fatto che ws = O significa che il terzo generatore di V' si ottiene come combinazione lineare degli
altri due; quindi dim V' = 2, una sua base ortogonale & data da {w1, w2}, e una base ortonormale
¢datada B = {u1,u2} con

1/2 2/\/6
L= w1 _ —1/2 Uy = w2 _ 1/\/6
lwdl ~ | 1/2 | w2 ]| 0
-1/2 1/v6
Per completare /3 a una base ortonormale di R* applichiamo il procedimento di Gram-Schmidt ai
vettori {u1, uz, e3, €4 }: ricordando che ||u1|| = ||uz|| = 1 otteniamo
—1/4 0
1/4 e4, W —1/2
ws=es—(es, u1)u1—(es, uz)uz = 3?4 ) ’w4=€4—<e4,u1)u1—(e47uz>u2—7<<w; w?} w3 = 0/ ;
1/4 1/2

il fatto di non aver ottenuto vettori nulli ci conferma che {u1,u2, €3, e4} era una base di R*. Quindi
{u1,u2, ws, ws} & unabase ortogonale di R*, e una base ortonormale di R? che completa {u1, us}
& {u1,uz, us, us} dove

—1/(2v/3) 0
_ws | 1/(2V3) owa|-1/V2
us = = ) Uqg = = 0
[[ws]] V3/2 [[wall
1/(2v/3) 1/V2
Esercizio 11.15 Se v € V ¢ ortogonale a U allora & ortogonale a ogni elemento di U, in
particolare a u; per j = 1,...,7. Viceversa, se v L u; perj =1,...,r, presou € U, esistono
ai, ..., ap taliche u = agur + - - - + a,u,. Pertanto

(u,v) = {oqur + -+ + artr, v) = a1 {ur, v) + - + ar(ur,v) =0
e quindi v ¢ ortogonale a ogni elemento di U.
Esercizio 11.18
g(z,y) = g(wier + - + Tnen, yre1 + -+ + Ynen)
=zig(er,yie1 + -+ yYnen) + - + Tnglen,y1e1 + - + ynen)
=z1y19(er,er) + -+ ziyng(er, en) + -+ znyiglen, e1) + - + Tnyng(en, en)
=y’ Sa,

dove S € M, »(R) ¢ tale che nel posto (, j) compare g(e;, ;).

Esercizio 11.20 La matrice &

N O W
o N O
N O DN S
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Esercizio 11.23  Sia P la proiezione ortogonale sul sottospazio U = Im P. Dati v, w € V,
scriviamo v = P(v) + (v — P(v)) e w = P(w) + (w — P(w)). Per definizione di proiezione
ortogonale, v — P(v) e w — P(w) sono ortogonali a tutti gli elementi di U, e quindi in particolare
sono ortogonali a P(v) e P(w); quindi

(P(v),w) = (P(v), P(w) + (w — P(w))) = (P(v), P(w))
= <P(U) + (’U - P(’U)),P(’u))) = <U7P(w)>7

per cui P ¢ autoaggiunto.

Esercizio 11.24 La matrice che rappresenta Py rispetto a B & g O? .
dim U = r perché su U la proiezione Py coincide su U con I'identita e su U~ con Iapplicazione
nulla. Notiamo poi che la matrice BT B & la matrice associata alla restrizione del prodotto scalare
su U rispetto alla base 31. Dato un vettore u € U e indicate con x le sue coordinate rispetto a
Bo, si ha che BT 2 contiene i prodotti scalari dei vettori della base 31 con u e quindi la matrice
P = B(BTB)~'B7 sulle coordinate rispetto a By dei vettori di U agisce lasciandole invariate.
Dato invece un vettore w € U~ e indicate con y le sue coordinate rispetto a By, si ha che BTy = 0
e quindi la matrice P = B(B” B)~' BT sulle coordinate rispetto a By dei vettori di U agisce
annullandole. Pertanto P agisce sia sulle coordinate dei vettori di U sia su quelle dei vettori di U™
come voluto e quindi & la matrice che rappresenta Py rispetto alla base By. Nel caso complesso il
ragionamento ¢ analogo.

,dovedimV =ne

Esercizio 11.25

()\11)1 —+ AQ’UQ,U)>T = <T()\1’U1 =+ )\27.)2),11)) = <A1T('U1) —+ AQT(’UQ),U))
= )\1<T(1}1), ’LU> + )\2<T(’U2),w> =\ <’l)1,’w>T + )\2<v2, w)T

per ogni A1,A2 € R (0o C) e ogni v1,v2,w € V. Inoltre, se siamo sul campo reale, abbiamo
(w, v)yr ={(T'(w),v) =(T(v),w)= (v, w)r perogniv, w € V grazie al fatto che T & autoaggiunto,
pertanto & un prodotto scalare; il caso complesso € analogo. Infine se (v, w)r = 0 per ogniw € V,
allora (T'(v),w) = 0 per ogni w € V e pertanto T'(v) = 0; il nucleo di {, )7 coincide quindi con
Ker T, da cui segue che (, )7 & non degenere se e solo se 7' & invertibile.

Esercizio 11.26  Per ogni v, w € V hai
(Th 0 T2) (v), (Th o T2) (w)) = (T1(T2(v)), T1 (T2(w))) = (T2(v), T2 (w)) = (v, w),

dove la prima uguaglianza ¢ frutto della definizione di composizione di applicazioni, mentre la se-

conda e la terza sono dovute al fatto che 77 (rispettivamente 75) € un endomorfismo ortogonale, cioe
un’isometria. Analogamente (75 (v), 77 (w)) = (T1 0T (v), T1 0Ty (w)) = (idy (v), idy (w)) = (v, w),
dove la prima uguaglianza viene dal fatto che 7% € un endomorfismo ortogonale, cio¢ un’isometria;

la seconda dal fatto che T o T, " = idy e la terza dalla definizione di idy .

Esercizio 11.27 Dato che I;' = I, = I, la matrice I,, & ortogonale. Se A € O(n), al-

lora A=* = AT, prendendo I’inversa di ambo i membri e ricordando che (AT)™! = (A™H)T

ottieni che (A™1)™' = (A™H7 e quindi anche A™* € O(n). Se poi A,B € O(n) allora

(AB)™' = B7'A™' = BTA" = (AB)" e quindi O(n) & un gruppo. Se n > 1, basta con-
0 1 (0] 1 0 O

siderare le matrici |[—1 0 O |e|0 —1 O |, entrambe ortogonali, per verificare che il
O O I, (O O I,

prodotto non &€ commutativo.

Esercizio 11.29 Infatti 1 = det I, = det(AAT) = det(A)det(AT) = det(A)?, dove
abbiamo usato il Teorema di Binet e il Corollario 9.7, da cui |det A| = 1. Il caso complesso &
analogo.

Esercizio 11.30  Siccome B e B2 sono due basi, esiste un’unica matrice B € GL(n,R) tale
che Bv; = wj per j = 1,...,n (Proposizioni 5.2 e 7.4). Siccome le due basi sono ortonormali,
Lp ¢ un’isometria (Proposizione 11.17), e quindi B & una matrice ortogonale (Corollario 11.19).

Esercizio 11.31  Grazie alla forma del prodotto scalare canonico per ogni z, y € R™ hai
(La(z),y) = y" Az, mentre (z, Ly7 (y)) = (ATy)Tz =y (AT) T2 = y" Az.
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12 Esercizi del Capitolo 12: Geometria euclidea

Esercizio 12.4  cos(iori) = +-5-.

Esercizio 12.5 A seconda dell’orientazione scelta il coseno vale i%.

Esercizio 12.6 cos(ror1) = ié,

r =It,
Esercizio 12.7 Le rette hanno equazioni parametriche < y = 1 + mt, le equazioni car-
z=—(l+m)t;

(Il+m)x+1z=0,

tesiane sono
{mx —l(y—1)=0,

=0 . . .
sel#0e {x ’ Il piano ha equazione cartesiana
y+z=1

r =1,
x +y + z = 1 ed equazioni parametriche { y = s,
z=1—t—s.

Esercizio 12.8 Un’equazione cartesiana & 3x — 7y + z = 21; delle possibili equazioni para-
r=s,

metriche sono ¢ y =t ,
z=—=3s+Tt+21.

=34t
- . . 1 5 - 217
Esercizio 12.9 Equazione parametriche { y = 6 — 5t, , cartesiana {236 ty 17
r—z=17.
z =2t —11.

r+ 3y —4z=-20,

8z +y—32=-10; possibili equa-

Esercizio 12.10  Possibili equazioni cartesiane sono {
= 55 (5t — 10) ,
zioni parametriche sono ¢ y = 2= (29t — 150) ,

z=t.

Esercizio 12.11  cos(mom) = £3.

11

Esercizio 12.12 A seconda dell’orientazione scelta il coseno vale + EWOIR

Esercizio 12.13  cos(7omi) = is\/%‘

Esercizio 12.14 2,
Esercizio 12.15 Esiste sempre un piano parallelo a entrambe, mentre non esiste mai un piano
ortogonale a entrambe.

r=1
- L . ’ - . =1,
Esercizio 12.16  Equazioni parametriche { y = 1 + ¢, equazioni cartesiane {g 9
y—z=2.
z=14 3

Esercizio 1217 d(Py,r0) = 53 d(Po,m1) = X5 d(Po, m0) = *2; d(Po, m) = 2.
Esercizio 12.18 Y7,

Esercizio 12.19 No, perché la distanza di P, dal piano & %, la distanza di Py dall’origine &
V29, e si ha /29 > g5 in quanto 29 - 62 > 400.

Esercizio 12.20  d(ro,r1) = 2.

Esercizio 12.21 L.

V17
Esercizio 12.22 Equazione cartesiana x — 2y — z = 0, equazione parametrica x = 2t + s,
y=1t,z=s.

GEOMETRIA ANALITICA 4/ED di Marco Abate e Chiara de Fabritiis
9788838613173 © 2026 McGraw-Hill Education (ltaly) S.r.1.



13 Esercizi del Capitolo 13: Autovalori e autovettori 33

Esercizio 12.24  d(r1,s) = .
2 —2a
Esercizio 12.26 a—1][.
0

Esercizio 12.27 S()\ﬂ)l —|—A2’U23> = ()\1’01 —‘y—)\zvz)/\?}o = A U1AVgF+A2v2 Avg = A1 S(U1)+)\QS(U2)
per ogni A1, A2 € Rewvi,v2 € R”. La linearita di T & conseguenza di quella di .S, del fatto che il
prodotto scalare canonico ¢ lineare nella prima variabile fissata la seconda e che la somma di ap-
plicazioni lineari ¢ lineare. Se vo = O, sia S sia T sono I’applicazione identicamente nulla, quindi
KerS = KerT = R*, Im S = ImT = {O}. Se vg # O, allora Ker S = Rug, Im S = (Rup) ™+,
KerT = {O}eImT = R5.

13 Esercizi del Capitolo 13: Autovalori e autovettori

Esercizio 13.1 V), = Ker(7 — \idv); siccome T' — Aidy & un endomorfismo lineare, il suo
nucleo & un sottospazio vettoriale. Se V' = Vj, alloraT = Aidy.

Esercizio 13.2 A; ¢ diagonalizzabile se e solo se k = 0; By, ¢ diagonalizzabile se e solo se
k # 3; C); & diagonalizzabile per ogni k € R.

Esercizio 13.3  A; ¢ diagonalizzabile se e solo se k # 1 e k # 3; By & diagonalizzabile se e
solo se k # 1; C, ¢ diagonalizzabile per ogni k € R.

Esercizio 13.4 La matrice A, & diagonalizzabile se e solo se k> # 1, ciot se e solose k # 1 e
k # —%(1 + /3i); By, & diagonalizzabile se e solo se k # 1 — i; C, & diagonalizzabile se e solo
se k # 1; Dy, & diagonalizzabile se e solo se k # —i.

Esercizio 13.5 A; ¢ diagonalizzabile se e solo se k # +i; Bj, & diagonalizzabile se e solo se
(7T—20)k?>+6k+1#0e(9—16i)k* +6k+1#£0.

Esercizio 13.6 p,r(\) = det(AT — \I,) = det((A — M,)T) = det(A — A,) = pa(N).
A =

1 . 1 0 .
0 2‘ ha autovettori e1, e; + ez, mentre AT = 1 2 ha autovettori eo2, e; — ea.

Esercizio 13.8  Rispetto alla base {1,¢,*,¢*} di R3[t] I’endomorfismo T & rappresentato dalla

matrice 8 é g 8 . Quindi gli autovalori sono {0, 1, 2, 3} e gli autospazi sono Vy = Span(1),
0 0 0 3

Esercizio 13.9  Rispetto alla base {1,¢,¢%,¢%} di R3[t] I’endomorfismo T & rappresentato dal-
01 2 0
.00 2 0 T N L .
la matrice 00 0 9 Quindi I'unico autovalore ¢ 0 che ha molteplicita algebrica 4 e geo-
0 0 0 O

metrica 1, per cui 7' non ¢ diagonalizzabile. L’ autospazio relativo all’autovalore 0 ¢ generato dal
polinomio 1.

Esercizio 13.10 Perognia € R.

Esercizio 13.11 Rispettoallabase{‘(l) 8’,‘0 8’,‘0 1’,‘0 0

’} I’endomorfismo 1" &

1 0 0[’|0 1
3 0 0
rappresentato dalla matrice 0 (7) g g . Gli autovalori di 7" sono 1 e 9, entrambi con molte-
0 0 4 7
plicita algebrica e geometrica 2, per cui 1" ¢ diagonalizzabile. Una base dell’autospazio relativo
all’autovalore 1 ¢ data da { ,32 8 , 8 32‘ }; una base dell’autospazio relativo all’autovalore
N 1 0f |0 1
9 ¢ data da {‘2 0‘ , ‘0 9 }
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Esercizio 13.12 L’unico autovalore dell’endomorfismo 7" & 0 com molteplicita algebrica 4 e
molteplicita geometrica 2 (una base di autovettori ¢ I2, A), quindi 7" non ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 13.13 Se 7' = A\ idy, la matrice associata a T rispetto a ogni base ¢ data da Ao I,
dove n = dim V, quindi 7" & diagonalizzabile. Viceversa, se T' & diagonalizzabile e sp(T") = { Ao},
allora la molteplicita geometrica dell’unico autovalore A\ deve essere uguale a n, cioe dim Vi, = n;
pertanto Vi, = V e quindi 7'(v) = Aov per ogni v € V, il che prova che T' = Ao idy .

Esercizio 13.14 ¢; + - - - + e, & un autovettore non nullo relativo all’autovalore 1.

Esercizio 13.15 0 € sp(SoT") se e solose det(SoT") = 0; poiché det(SoT) = det Sdet T =
det T'det S = det(T 0 S), allora0 € sp(SoT)seesolose € sp(T'0.S). Se Ao # 0 appartiene
asp(SoT),siavg € V\ {O} tale che (S o T)(vo) = S(T(v0)) = Aovo; allora T'(vg) # O e
(T 0 S)(T'(vo)) = T(Movo) = AT (vo), pertanto Ao € sp(7T o S); scambiando i ruoli di S e T si
ottiene immediatamente anche I’altra inclusione, da cui sp(S o T') = sp(T o S).

1 0
0 1

1

Esercizio 13.16 A = ‘ 0

1
A= ‘ 1'.
Esercizio 13.17  Poiché lo spazio £(V, V') ha dimensione n - n = n? e gli endomorfismi idy:,
T, T% ..., 7" sono in tutto n? + 1 > n? esistono Ao, ..., \,,2 € K non tutti nulli tali che
A2 T™ 4 -\ T + Aoidy = O. Posto q(t) = A2t™ + -+ A1t + Ao, abbiamo individuato
un polinomio di grado < n? tale che ¢(T') = O; basta allora prendere p(t) = t"2’degqq(t) per
ottenere il polinomio richiesto.

Esercizio 13.18  Se la matrice associata a T rispetto alla base B ¢ D diagonale, allora la matrice
associata a p(7T") rispetto alla stessa base & p(D) che & anch’essa diagonale perché somme e potenze

di una matrice diagonale sono ancora diagonali. Il viceversa non & vero perché A = ‘8 (1) non ¢
. . . 2 |0 0], |
diagonalizzabile, ma A~ = 0 0 loe.

Esercizio 13.21 7T =L, :R? — R? dove A = '8 é con U = Span (e1).

Esercizio 13.22
Autovalori: 13 + /170; autovettori: (—11 4 1/170)e; + Tes.
Autovalori 2 (singolo), 1 (doppio); autovettori: 6e1 — 4e2 + ez; —3e1 + 2es, —2e1 + ea.
Autovalori: 1, 1(3 £ iv/7) € C; autovettori: e1; (—9 + iv/T)er 4+ 2(—3 £ iv/T)es + 4es.
Autovalori: —5 (singolo), —1 (doppio); autovettori: —e; — 2e2 + e3, —e1 + e3, 2e1 + ea.
Autovalori: 2 (singolo), —1 (doppio); autovettori: —2e; — e + e3, —2e2 + e3, €.
Autovalori: 2, 1, 0; autovettori: e; + e3, e1 — es + e3, —e1 + es.
Autovalori: 1 (molteplicita algebrica 3, geometrica 2); autovettori: e, ea.
Autovalori: 2 (singolo), 1 (molteplicita algebrica 3, geometrica 2); autovettori: ex+e3, 2e2+e3, €.
Autovalori: 2, 1, 1; autovettori: e1 + e3, (—2 F i)e2 + ea, 2e1 + 3es
Autovalori: 2 (molteplicita algebrica 3, geometrica 1); autovettori: e .

La prima, la seconda, la quarta, la quinta e la sesta sono diagonalizzabili su R.

Oltre alle precedenti, la terza e la nona sono diagonalizzabili su C.

Esercizio 13.26 Sia B € GL,(C) tale che A’ = B~'AB, ovvero BA' = AB. Posto
B = P +1iQ con P,Q € M, »(R) allora separando parte reale e parte immaginaria si trova
PA" = AP e QA’ = AQ, percui (P + tQ)A" = A(P + tQ) per ogni t € R. Basta quin-
di trovare to € R tale che P + to() sia invertibile per ottenere la matrice B cercata. Siccome
p(t) = det(P + tQ) & un polinomio in ¢ di grado al massimo 7 e p(i) = det B # 0, abbiamo
che p(t) si annulla al massimo in n valori reali. Preso dunque to € R tale che p(to) # 0, allora
B = P+ tp@Q € GLy(R) & una matrice che soddisfa quanto richiesto.

Esercizio 13.27 Dato v € V, si pud scrivere v = v — T'(v) 4+ T(v). Poiché T? = T, allora
v—Tw) € KerT = Vp e T(v) € Ker(T —idy) = Vi; pertanto V = Vo & V4 e quindi T' &
diagonalizzabile.

Esercizio 13.28 Dato v € V, si pud scrivere v = 1 (v + T(v)) + 3(v — T(v)). Poiché

T? =idy, allora (v + T(v)) € Vie 2 (v —T(v)) € V_q; pertanto V = V4 & V_1 e quindi T' &
diagonalizzabile.
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Esercizio 13.30 Se vg # O ¢ un autovettore relativo a Ao 7 0 allora vg = %OT(UQ) = T(ﬁ—‘;) €lmT.

Se I’endomorfismo 7" ¢ diagonalizzabile, indicati con A1, ..., Ay gli autovalori non nulli di 7', si
haV.= V), @ --- @ V), ® KerT perché KerI' & I'autospazio relativo all’(eventuale) auto-
valore Ao = 0. Poiché ImT" ¢ un sottospazio vettoriale di V' e Vi,,..., V), C ImT7T, allora
Vi, @ ---® Vy, € ImT e il calcolo delle dimensioni di tali sottospazi assicura che, grazie al
teorema della dimensione, Vy, @ --- ® Vy, = ImT, per cui V = ImT @ Ker T Per provare
(1) 1P in questo
caso KerT = {O} e ImT = R? e quindi Im T" e Ker T sono supplementari in R?, ma 7" non &
diagonalizzabile.

che il viceversa non & vero, basta considerare 7' = L4 : R? — R% con A =

14 Esercizi del Capitolo 14: Il teorema spettrale

Esercizio 14.1 1l Teorema spettrale dice che esiste una base ortonormale che diagonalizza una
matrice quadrata se e solo se la matrice & simmetrica; quindi nel nostro caso 1’unica matrice per
cui non esiste ¢ la quarta, I’unica non simmetrica. Per le altre matrici, le basi cercate si ottengono
calcolando prima gli autovalori, poi i relativi autospazi, e infine prendendo una base ortonormale
di ciascun autospazio (se I’autospazio ha dimensione 1 questo ultimo passaggio si riduce a trovare
nell’autospazio un autovettore di lunghezza unitaria). Usando questo procedimento, possibili basi
ortonormali che diagonalizzano le matrici indicate sono, nell’ordine:

—2-V3 1 243 -1 3] o
S S Y ) s S U1 O JE N I [ 1
12+6v/3| 1 |'V3l1| Vi2—6v/3| | "1VI0 | 3 [ V10 1| ol [
4 —4 —1 3 18 14
B T e S B P R D R Y R R EP R IR
42— 221 |31 — 1| V42 +2v21 a1+ 1] V5| 0 23199| 23| 6| 23| 3
1 1 —1 —1 2| |0 2 2 -1
1 1 1 1 1 1 1 1
7077\/577\/5 ) —| 0 ,70,1 ) 7_\/577\/577 0
V201 2|11] 2] VB2 | VEI1l o {101 VIO 'VE | o
- ) ) 11
Esercizio14.2 T =L,:R° =R doveA:‘0 1| evo = e

Esercizio 14.3 Sia A € R un autovalore di un endomorfismo ortogonale A, e sia v # O un
autovettore di autovalore \. Allora

[]]* = (v,0) = (Av, Av) = (Ao, dv) = X*lo]|?
percui A = 1, ciog A € {—1,1}.

Esercizio 14.4 Se A ¢ diagonalizzabile, allora sp.(A) = spr(A) e quindi dall’esercizio pre-
cedente sp(A)c C {1, —1}. Viceversa se sp(A)c C {1, —1} allora sps(A) = spr(A) e quindi
A ¢ triangolabile; dal Corollario 14.8 segue che esiste U € O(n) tale che U *AU = T con T
triangolare superiore con 1 e —1 sulla diagonale. Essendo O(n) un gruppo, ne segue che 7" & an-
ch’essa ortogonale e quindi anche sotto la diagonale principale deve avere tutti 0. Si tratta quindi di
una matrice diagonale e pertanto A € diagonalizzabile.

Esercizio 14.7 Ricordando che il determinante di una matrice ¢ uguale al determinante della
sua trasposta otteniamo

pa(N) = det(A — AL,) = det(A" — A1) = det(—A — AI,,)
=det((—1)(A = (=A\)In)) = (=1)" det(A — (=A)In) = (=1)"pa(=A) .
In particolare abbiamo det A = pa(0) = (—=1)"pa(—0) = (—1)" det A, e quindi se n & dispari
segue che det A = 0.

Esercizio 14.8  Se )\ & un autovalore di 7T, la condizione 7% = idy implica Ak = 1, pertanto
Ao = =1, essendo \g reale. Gli autospazi di 1" possono quindi essere soltanto quelli relativi agli
autovalori 1 e —1. Poiché T' & diagonalizzabile, si ha V' = Vi & V_; (eventualmente con uno dei
due sottospazi dato dal solo vettore nullo), da cui T2 =idy.
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Esercizio 14.9 Se Ao & un autovalore di 7', la condizione 7" = O implica Ay = 0, pertanto
Ao = 0. Poiché T ¢ diagonalizzabile, siha V' = Vp,dacui T = O.

Esercizio 14.10 Se vy € R™ \ {O} & un autovettore relativo all’autovalore ¢ si ha

)\0||vo||2 = (Aovo, vo) = (Avg,v0) = ng'uo = fvoT(fA)vo = fvg(A)Tvo
= —(Avo) " wo = —(vo, Avo) = —(v0, Aovo) = —Xo||vol|?,
da cui, essendo vy # O, ottieni A\g = — Ao e quindi A\g = 0.

Esercizio 14.11  Se Ao € sp(A), allora A3 € sp(A?). Poiché A? & simmetrica, allora A\§ € R.
Hai quindi che Ao € R, il che non puo essere per 1’esercizio precedente, oppure \o € iR.

Esercizio 1412 Se AT = cA, allora A = (AT)"T = (cA)" = ¢(AT) = c(cA) = A.
Essendo A non nulla, si ottiene ¢ = 1 e quindi ¢ = +1.

Esercizio 14.13 Dall’ipotesi segue che per ogni v, w € R" si ha
0= (La(v+w),v+w)=(La(v),v) + (La(v),w) + (La(w),v) + (La(w), w)
= (La(v),w) + (La(w),v) = (La(v),w) + (v, La(w)) .

Quindi per ogni v, w € R" si ha w” Av = —(Aw)Tv = —w” AT v, da cui segue che —AT = A,
cioe¢ A ¢ antisimmetrica.

Esercizio 14.14 Essendo A simmetrica, esiste U € O(n) tale che U 'AU = D, dove
d1 \/3 dl
D= . diagonale. Prendendo B=U"'AU€ M, ,,(R) dove A= .
dy Vdn

¢ la matrice diagonale sulla cui diagonale ci sono le radici cubiche degli elementi della diagonale
1 0
0 -1
C? = A perché det A = —1 non pud essere uguale a det(C?) = (det C)? per alcuna matrice a
coefficienti reali.

di D, si trova una matrice tale che B> = A.Se A =

non esiste C' € M 2(R) tale che

1
NG

Esercizio 14.15 Per la prima matrice e, %(62 — 2e3), ==(2e2 + e3); per la seconda eq, e3,

5 (e1 +ea), J5(e1 — ea); per la terza non esiste.

Esercizio 14.16 Ricorda che una matrice & triangolabile su R se e solo se i suoi autovalori sono
tutti reali; che ¢ diagonalizzabile su R se e solo se i suoi autovalori sono tutti reali e con molteplicita
algebrica uguale alla molteplicita geometrica; e che & diagonalizzabile da una base ortonormale se
e solo se ¢ simmetrica.

11 polinomio caratteristico della prima matrice & (1 — \)(A\? — ab); quindi la matrice & trian-
golabile se e solo se ab > 0, diagonalizzabile da una base ortonormale se e solo se a = b, e
diagonalizzabile se e solo se ab > 0 oppure a = b = 0. Se ab > 0 una base che la diagonalizza

1 0 0

1 _ 1 . — 5
8 o | /1a /b, N o) a/b| pisea = bquesta & anche una base ortonormale

che la diagonalizza. Se b = 0 la base canonica la triangolarizza (e la diagonalizza rispetto a una
base ortonormale se a = b = 0). Infine, se @ = 0 ma b # 0 una base che la triangolarizza ¢&
{(317 €3, 62}.

11 polinomio caratteristico della seconda matrice & (1 — A)(A* — (1 +a)A+a+b— 1); quindi
la matrice & triangolabile se e solo se A = a®> —2a+5—4b > 0,ed & diagonalizzabile da una
base ortonormale se e solose b = —1. Se a® —2a +5 —4b > 0 e b # 1 allora i tre autovalori sono
distinti, per cui la matrice ¢ diagonalizzabile. Se b = 1, ’autovalore 1 ha molteplicita algebrica 2
(o addirittura 3 se & = 1) ma molteplicita geometrica 1, per cui la matrice non ¢ diagonalizzabile.
Sea? —2a+5—4b = 0eb # 1 allora I'autovalore (1 + a)/2 ha molteplicita algebrica 2 ma
molteplicita geometrica 1, per cui la matrice non & diagonalizzabile. Se A > 0 una base che la
triangolarizza (e che la diagonalizza se b # 1 e la diagonalizza rispetto a una base ortonormale

c

—b -2 -2

— —1)e 1 I S B e
seb=—1)¢ i (1) SV TTTE .~ 1 a;ﬂ, 8+(17a7\/Z)21 a2 VA
-1 -1 0
Seb=1lea# lalloraA = (a—1) > 0eunabase che la triangolarizzag { | 0 |,|1 —al, |0
1 1 1
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-1} (0] |O
Se b = 1 = a allora A = 0 e una base che la triangolarizza & 01,|1],|0| p.Infine,se A =0
1 0 |1
=b| | =2 | |0
e b # 1 allora una base che la triangolarizza & 0],[(1—al,|0
1 2 1

11 polinomio caratteristico della terza matrice & (a — \)(A\ — 2)\; quindi la matrice & sempre
triangolabile, ed ¢ diagonalizzabile da una base ortonormale se e solo se b = 0. Se a # 0, 2 allora
i tre autovalori sono distinti, per cui la matrice & diagonalizzabile. Se b # 0 e a = 0 oppure a = 2
allora I’autovalore a ha molteplicita algebrica 2 ma molteplicita geometrica 1, per cui la matrice
non ¢ diagonalizzabile. Una base che la triangolarizza (e che la diagonalizza se a # 0, 2, rispetto

0 0 ala —2)

—0eld L PR 1 _
a una base ortonormale se b = 0) & ¢ —5 } ' 5 11 N TPy TPy b(ab 1)| 7. Se

a = 0 0 a = 2 una base che la triangolarizza (e la diagonalizza rispetto a una base ortonormale se

0 o] |1
b=0)ed L |1, L |-1/,]0
V22 o

11 polinomio caratteristico della quarta matrice & (b — A)(A? — 2\ + 1 — a); quindi la matrice
¢ triangolabile se e solo se @ > 0, e diagonalizzabile da una base ortonormale se e solo se a = 1. Se
a>0eb# 1+ +/aitre autovalori sono distinti, per cui la matrice & diagonalizzabile. Se a > 0 e
b = 14+/a I’autovalore b ha molteplicita algebrica e molteplicita geometrica 2, per cui la matrice &
ancora diagonalizzabile. Se a = 0 e b # 1 I’autovalore 1 ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita
geometrica 1, per cui la matrice non ¢ diagonalizzabile. Infine, se a = 0 e b = 1 I’autovalore 1 ha
molteplicita algebrica 3 e molteplicita geometrica 2, per cui la matrice non ¢ diagonalizzabile. Se
a > 0 una base che la triangolarizza (e diagonalizza, e diagonalizza rispetto a una base ortonormale

—1 1 0
sea=1)¢ \/11+7a, \96 , \/11+7a, 0a , (1) . Infine, se a = 0 la base canonica la triangolarizza.

Il polinomio caratteristico della quinta matrice & (a — A)(A* — aX\ — a® — 1); quindi i tre
autovalori sono sempre distinti, per cui la matrice ¢ sempre diagonalizzabile, e non ¢ mai diago-
nalizzabile da una base ortonormale perché non ¢ simmetrica per alcun valore di a. Se @ # 0 una

a?+a+2 la+2+vBa2+4| la+2—-+V5aZ +4
0

base che la diagonalizza ¢ —a? -1, , 0 , mentre
a 2a 2a
1) (1] -2
se a = 0 una base che la diagonalizza ¢ ¢ (0|, |0],| 1
2| 10| | O

. B D 1
Esercizio 14.18 A = ’3p_p2_2 3_p‘.
Esercizio 14.19 Se det A < 0, allora pa(\) = A\? — tr A\ + det A ha discriminante stret-
tamente positivo e quindi radici reali e distinte, pertanto ¢ diagonalizzabile. Se det A = 0, allora
0

1 < .
1 0 non ¢ triangolabile

pa(A) = A? — tr A ha radici reali, quindi & triangolabile. B =

'8 (1) non ¢ diagonalizzabile perché 1’unico autovalore ¢ 0 con
molteplicita algebrica 2 e molteplicita geometrica 1.

perché pp(\) = A2+ 1eC =

Esercizio 14.20 Per ogni v, w € V abbiamo

(Su(v),w) = (v — 2(v, uyu, w) = (v, w) — 2(v,u)(u, w) = (v,w — 2(w, u)u) = (v, Sy(w)),
per cui S,, & simmetrico. Poi

(Su(v),Su(w)) = {(v=2(v,u)u, w—2{(w,u)u) = (v,w) —4{w,u) (v,u) +4{v,u) (w,u)|\u||2: (v,w),

per cui S, & un’isometria. Infine, S, (v) = v per ogniv € Vi e Sy (u) = —u; quindi una base
ortonormale di autovettori di S, si ottiene aggiungendo u a una base ortonormale di V.
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2 _g % —5v6  —10v/6 5v6
Esercizio 1421 A=|-2 -3 30 = % |—12v5  6V5 0 |
3 % =z V30 2v30  5v30

Esercizio 14.25 Siano Ay, ..., A, > 0 gli autovalori di A. Allora dal Corollario 13.5 si ha che
det A=A - ApetrA= A +---+ Ay. Quindi la disuguaglianza di Hadamard ¢ equivalente a

a1
)™ < (A A)

che ¢ la classica disuguaglianza fra la media geometrica (a sinistra) e la media aritmetica (a de-
stra). Per completezza, ne riportiamo qui la dimostrazione. Se anche uno solo dei A; ¢ nullo la
disuguaglianza ¢ ovviamente verificata; supponiamo allora che siano tutti positivi, e procediamo
per induzione su n. Per n = 1 non ¢’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo allora che la disuguaglian-
za sia verificata per n — 1 numeri, e cerchiamo di dimostrarla per n. Indichiamo con « la media
aritmetica di A1, ..., A\p. Se A1 = -+ = \,, = « allora la disuguaglianza ¢ banalmente verificata
(ed ¢ anzi un’uguaglianza). Se invece i A; non sono tutti uguali, ce ne dev’essere uno pitl grande di
« e uno piu piccolo di a;; a meno dell’ordine possiamo supporre che \,, > a > \,,—1. Poniamo
= An + An—1 — o, in modo da avere

pa — Ap—1An = (A1 + A —@)a— Apmidn = (An —a)(a— Ap—1) > 0.

Siccome y1 > A, —ax > 0, possiamo applicare I’ipotesi induttiva agli n—1 numeri A1, . .., An—2, i,
ottenendo

e dna) 00 < Lo (4 daa ).
Ora, \1 + -+ + A2 + . = na — a = (n — 1)a; quindi abbiamo
Q"> A Ao
Moltiplicando entrambi i membri per o > 0 e ricordando che g > A,,—1 A\, otteniamo
a > A Ao (pa) > A A2 A1,
che ¢ la disuguaglianza cercata.
Esercizio 14.27 () & semidefinito positivo, (, )2 & definito positivo.

Esercizio 14.28 1l polinomio caratteristico di questa matrice &
p(A) = =X+ (20 + 9N — (11a+ 3)A — 4(a + 1).

Per il Teorema 14.10 e il criterio di Cartesio, la matrice ¢ definita positiva se e solo se i coefficienti
di questo polinomio hanno segni alternati. Siccome il coefficiente di A*> & —1 < 0, la matrice &
definita positiva se e solo se 2a + 9 > 0, —(11a + 3) < 0 e —4(a + 1) > 0. Risolvendo queste
disequazioni troviamo a > —9/2,a > —3/11 e a < —1, che sono incompatibili; quindi il prodotto
scalare rappresentato da questa matrice non € mai definito positivo.

Esercizio 14.30 Poiché A e A’ sono congruenti, esiste C' € G'L,,(R) tale che A’ = CT AC,
da cui det A’ = det(CT) det Adet C = (det C)? det A; pertanto det A e det A’ sono concordi.

Esercizio 14.31 Sia B, una base ortonormale per (, )o: rispetto ad essa la matrice associata a
(, Yo € I'identita, mentre la matrice associata A a (, )1 & simmetrica. Il Corollario 14.4 garantisce
Iesistenza di U € O(n) tale che U~ AU & diagonale; quindi la base B tale che U & la matrice del
cambiamento di base da By a BB & ortonormale per (, )o e ortogonale per (, )1.

Esercizio 14.32  Osserviamo innanzitutto che S & definita positiva se e solo se ha tutti gli au-
tovalori positivi. Se S ha tutti gli autovalori positivi, essendo simmetrica esiste U € O(n) tale che
S = U~'DU con D diagonale che ha sulla diagonale tutti gli autovalori di S. Basta allora pren-
dere C = U ' AU, dove A diagonale che ha sulla diagonale le radici quadrate degli autovalori di
S per ottenere S = C? con C' simmetrica. Viceversa, se S = C? per una opportuna C' simmetrica,
allora fra gli autovalori di .S ci sono tutti i quadrati degli autovalori di C'’; essendo C' simmetrica,
tale matrice ha n autovalori reali contati con la loro molteplicita e quindi S ha n autovalori reali
positivi contati con la loro molteplicita.
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15 Esercizi del Capitolo 15: Coniche e quadriche

Esercizio 15.1 (1) (z — 1)+ (y —2)> = 9.

Q) y=a*—4.
22 v 1
B3+ =1L
4) xy = —6.
. . . . . =4,
Esercizio 15.2 1) E la retta di equazioni parametriche {x 94t
Y= .
N =241t
(2) E la retta di equazioni parametriche {: B 72t+ 207

: o o Jr= st
(3) E a retta di equazioni parametriche \? 1
y=75 "5t

(4) E a retta di equazioni parametriche {x B
y =

Esercizio 15.3 S ¢ simile alla matrice diagonale che ha tutti 0 sulla diagonale, quindi alla
matrice nulla ed ¢ pertanto anch’essa nulla. Se A, avesse tutti gli autovalori nulli, allora sarebbe la
matrice nulla e quindi il polinomio p sarebbe di grado 1.

Esercizio 15.5 Tutte le coniche dell’Esempio 15.3 sono a centro salvo (c) (parabola); tutte le
quadriche dell’Esempio 15.4 sono a centro salvo (e), (f) e (1) (paraboloide ellittico, paraboloide
iperbolico, cilindro parabolico).

Esercizio 15.6 (a)rgA = 3,detA = —1, rg A> = 2, det A> = 1, indefinito, definito;
(b)rgA = 3,detA = 1, rg A> = 2, det A2 = —1, indefinito, indefinito; (¢c) rg A = 3,
det A = —i, rg As = 1, det A2 = 0, indefinito, semidefinito; (d) rg A = 3, det A = 1,
rg A2 = 2, det A2 = 1, definito, definito; (e) rg A = 2, det A = 0, rg A> = 2, det Ay = —1,
indefinito, indefinito; (f) rg A = 2, det A = 0, rg As = 2, det A2 = 1, definito, semidefinito; (g)
rg A =2,det A =0,rg As = 1, det A2 = 0, semidefinito, indefinito; (h) rg A = 2, det A = 0,
rg A2 = 1, det A2 = 0, semidefinito, semidefinito; (i) rg A = 1, det A = 0, rg A2 = 1,
det A2 = 0, semidefinito, semidefinito. In nessuna coppia si trovano gli stessi valori di rg A, rg Az
e segni dei prodotti scalari, quindi non esistono coppie di coniche affinemente equivalenti nella lista.

1 3/2 4
Esercizio 15.8 Le matrici associate alla prima conica sono rispettivamente A=3/2 1  7/2

4 7/2 0
eAQZ‘l 3/2

32 1 ’ Siccome det A = 55/4 # 0 e det A2 = —5/4 < 0, la conica & un’iperbole.

:; . Gli assi sono
le rette passanti per C' con vettori direttori autovettori di .A2; quindi hanno equazioni parametriche
r=—-1+1¢, . r=-1+¢,

11 suo centro C' ¢ la soluzione del sistema A>z = — 7;12’, e quindi ¢ C =

2 5/2 —3/2

Le matrici associate alla seconda conicasono A = | 5/2 14 9 |eAs = 2 5/2 .
5/2 14
-3/2 9 0
Siccome det A = —261 # 0 e det A2 = 87/4 > 0, la conica & un’ellisse. Il suo centro C' ¢ la

_35/ 2 _21 . Gli assi sono le rette passanti per C'

soluzione del sistema Asx = — ’ ,equindie C' =

=241t

con vettori direttori autovettori di .A2; quindi hanno equazioni parametriche { L4t
Yy=—- )

r=2-—5,
y=—-1+4+t.

Esercizio 15.10 z? +3? — 1 =0, centro (—2,1), assi 2z + 5 =yez + 2y = 0.
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3 3 -1
Esercizio 15.11 Le matrici associate alla prima conica sono A=| 3 5 —2ledx= ‘g g’
-1 -2 -2
Siccome det A = —17 # 0 e det A3 = 6 > 0, la conica & un’ellisse reale, di forma canonica affine
2 2 _
zo4+y —1=0.
0 1/2 1/2 0 1/2
Le matrici associate alla seconda conica sono A = |1/2 0 —3/2|e Ay = ‘1 /20 ‘
1/2 -3/2 4
Siccome det A = —7/4 # 0 e det. Ao = —1/4 < 0, la conica & un’iperbole, di forma canonica
affine z2 — y> — 1 = 0.
1 3 0 3
Le matrici associate alla terza conica sono A = (3 2 2 |e Ay = ‘3 2‘. Sicco-
0 2 -1
me det A = 3 # 0edet Ay = —7 < 0, la conica & un’iperbole, di forma canonica affine
22 —y?—1=0.
4 2 =2 4 2
Le matrici associate alla quarta conica sono A = | 2 1 1|le Ay = ‘2 1’. Siccome
-2 1 1

det A = —16 # 0 e det A> = 0, la conica & una parabola, di forma canonica affine 2% — y = 0.

Esercizio 15.12 Non degenere se e solo se k # —5, forma canonica affine z° + 3> — 1 = 0 se
E>-52>+1y* +1=0sek < —5.

Esercizio 15.13 &k < —1e k > 1 ellisse (reale), k = +1 parabola, 0 < |k| < 1 iperbole,
k = 0 coppia di rette reali incidenti; k < —le —1 < k < % iperbole, £ = —1 coppia di rette
reali incidenti, k = % parabola, k > % ellisse (reale); non definita se k < 0, & = 0 coppia di rette
reali coincidenti, 0 < k < % ellisse (reale), k = % coppia di rette immaginarie incidenti, k > %
ellisse immaginaria; k& < 4 iperbole, £ = 4 coppia di rette immaginarie incidenti, k& > 4 ellisse
immaginaria.

Esercizio 15.14  paraboloide ellittico, paraboloide ellittico, iperboloide iperbolico (a una falda),
iperboloide ellittico (a due falde), iperboloide iperbolico (a una falda), iperboloide iperbolico (a una
falda), iperboloide iperbolico (a una falda).

5 2 0 3/2
- - . . . 2 2 0 0
Esercizio 15.15 Le matrici associate alla prima quadrica sono A = 0 o0 o0 —1/¢
3/2 0 -1 0
5 2 0
Az =12 2 0. Siccome det A = —6 # 0, la quadrica & non degenere. Siccome rg.As = 2,
0 0 0

la quadrica & un paraboloide. Il polinomio caratteristico di Az & —\*> + 7A? — 6); il criterio
di Cartesio allora ci dice che A3z ha due autovalori positivi, per cui la quadrica & un paraboloi-

de ellittico, di forma canonica affine z® + y?> — z = 0. Una base ortonormale di autovettori
2 -1} |0 x’ T
di Az e % 1, % 2 |, |0} p; effettuando il cambiamento di coordinate y: = BT |y|, do-
0 01 |1 z z
2/v5 —1//5 0
ve B = |1 / V5 2 / v/5 0] & la matrice che contiene per colonne i vettori della base trovata,
0 0 1

I’equazione della quadrica diventa
6

)’ + ()" + S’ = oy =24 =0,
dove {6, 1,0} sono gli autovalori di .As, e i coefficienti dei termini di primo grado sono ottenuti cal-
3| |6/v5 X'=a'+ 57,
colando B” | 0 | = |—3//5|. Applicando ora il cambiamento di coordinate { Y’ = y/ — 23—\/5 ,
—2 —2 7' =2
e poi dividendo per 2 come indicato nel caso (D.2), I’equazione della quadrica diventa ’
3(X')? + %(Y’)Q . g =0.
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X = \/gX/ 7
Effettuando infine il cambio di coordinate { Y = %Y’ , I’equazione della quadrica arriva
Z// _ Z/ 3
=Z'+2,

alla forma canonica affine (X”)? + (Y")? — Z” = 0. Riassumendo, un cambio di coordinate che
riduce la quadrica in forma canonica affine si ottiene componendo i cambi di coordinate indicati, e
quindi ¢ dato da

X"=% (2z+y+1}),

Y = \/%(—x—l—Zy— %) .
7" =2+ % .
1 0 1 V2/2
Le due matrici associate alla seconda quadrica sono A = 0 L 0 ! e
1 0 1 3v/2/2
V2/2 1 3v2/2 3

1

Az = . Siccome det A = 3 (ﬁ — 1) # 0, la quadrica ¢ non degenere. Siccome

—_— O =
(=N ]
— O =

rg Az = 2, la quadrica & un paraboloide. Il polinomio caratteristico di Az & —A% + 3\ — 2);

il criterio di Cartesio allora ci dice che A3 ha due autovalori positivi, per cui la quadrica ¢ un

paraboloide ellittico, di forma canonica affine 2> +y? — z = 0. Una base ortonormale di autovettori
1| |-0 -1 x

T
di Az e % o, 1 ,% 0 | p; effettuando il cambiamento di coordinate y: = BT |y|,
1 1 z z
1/vV/2 0 —1/V2
dove B=| 0 1 0 ¢ la matrice che contiene per colonne i vettori della base trovata,
1/vV2 0 1/V/2

I’equazione della quadrica diventa
22) + () + 42’ + 2y +22 +3=0,

dove {2,1,0} sono gli autovalori di A3, e i coefficienti dei termini di primo grado sono ottenuti

V2 4 X =2'+1,
calcolando BT | 2 | = |2|. Applicando ora il cambiamento di coordinate { Y' =4’ +1, e
V2| |2 7' =7,
poi dividendo per —2 come indicato nel caso (D.2), I’equazione della quadrica diventa
1
—(X")? - 5(Y’)2 -7'=0.
X// — X/
Moltiplicando per —1 ed effettuando infine il cambio di coordinate { Y = %Y’ , l’equazione
Z// — _Z/
della quadrica arriva alla forma canonica affine (X”)? + (Y”)®> — Z” = 0. Riassumendo, un

cambio di coordinate che riduce la quadrica in forma canonica affine si ottiene componendo i cambi
di coordinate indicati, e quindi ¢ dato da

X”:%x—&—%z—kl,
Y”:%(y—l—l).

o1 1
Z" = NV T
Esercizio 15.16 Per £ < —1 iperboloide ellittico, per & = —1 cono reale, per k& > —1
iperboloide iperbolico.
1 2 0 0
- - . . 2k 1 0 0
Esercizio 15.17 Le due matrici associate alla quadrica sono A = 0 0 -1 1/¢
0 O 1 -1
1 2t O
As =12k 1 0 |.Siccomedet A = 0, la quadrica & sempre degenere. Inoltre rg(A) = rg(.As)
0o 0 -1
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per ogni valore di k; quindi la quadrica & sempre a centro. Siccome det Az = 4k? — 1, si verifica
subito che rg(A) = rg(As) = 3se k # +1/2erg(A) = rg(As) = 2 se k = +1/2. 1l polinomio
caratteristico di Az & —A® + A% + (4k* + 1)\ 44k — 1; quindi A3 ha un autovalore positivo e due
negativi se 4k? — 1 > 0, un autovalore positivo, uno negativo e uno nullo se 4k* — 1 = 0, e due
autovalori positivi e uno negativo se 4k — 1 < 0. Quindi la forma canonica affine & 2% + y* — 22
(cono reale) se k # +1/2, ed & x* — y* (piani reali incidenti) se k = 41/2.

Esercizio 15.18 paraboloide iperbolico; intersezione con z = 0 parabola; intersezione con
y = 0 iperbole; intersezione con z = 0 parabola.

24222 —y> +22-5=0,

v ky—z—k. . Ricavan-

Esercizio 15.19 La conica cercata ha equazioni

do z dalla seconda equazione e sostituendola nella prima otteniamo che 1’equazione della conica

nel piano 7, & data da 322 — 2kxy — y? + 2(k + 1)z — 2ky + 2k — 5 = 0. (In modo equivalente,
=X )

Y=y, Z=z—x+ky+k;

te, il piano 7 ha equazione Z = 0, per cui la conica cercata ¢ contenuta nel piano coordinato e

potevamo fare il cambio di coordinate ; nelle nuove coordina-

3 -k k+1
ha equazione quella indicata.) Le matrici associate alla conicasono A = | —k  —1 —k |e
k+1 —k 2k-5
Az = —3k: :lf . Siccome det A = 5k* — 4k + 16 non si annulla mai, la conica & sempre non
degenere. Siccome det Ay = —k? — 3 & sempre negativo, ne deduciamo che la conica & sempre

un’iperbole, con forma canonica affine 2% — y* — 1 = 0.
Esercizio 15.20 Perogni k € R.
Esercizio 15.21 Vk # 23.

Esercizio 15.23 Se A+ = Olaconica¢larettax +y —1 =0.SeA =0epu # Ola
conica ¢ la coppia di rette reali incidentiz +y = 0ex —y—1=0.Se A+ pu #0e A #0la
conica & un’iperbole con asintoti paralleli alle bisettrici dei quadranti; quando A + p # 0 il centro

della conica ¢ dato da ) che si trova sulla bisettrice del secondo e del quarto

S TR T

2(A+p) 7 2(A+p)
quadrante, in particolare se p 7 0 e % < —1 tale punto giace nel secondo quadrante, se ;1 # 0 e
A
I

Esercizio 15.26 24x? — 62xy + 13y> — 62z + 37y =0

> —1 giace nel quarto; se p # 0 quando A/u tende a —1 si allontana dall’ origine.

Esercizio 15.27 Procediamo come nell’Esempio 15.11. La prima conica del fascio & compo-
sta dalla retta passante per (0,0) e (1,1) e dalla retta tangente; quindi & definita dal polinomio
p(z,y) = (r — y)(2z — y — 1). La seconda conica del fascio & composta dalla retta passante
per (0,—1) e (0,0), e dalla retta passante per (0, —1) e (1,1); quindi & definita dal polinomio
q(z,y) = x(2x — y — 1). La generica conica del fascio & dunque data dal polinomio

Ap(z, ) + pg(z,y) = (22 + 2w)2” — BA+ wry + Ay® — (A + )z + Ay .

Imponendo la condizione di passaggio per (2,7) otteniamo 20\ — 8y = 0; prendendo A = 2 e
= 5 troviamo quindi la conica cercata, di equazione

142> —1lay+2y° —Te +2y =0
¢ una conica degenere data da due rette incidenti, di equazione 2x —y —1 =0e 7z — 2y = 0.

Esercizio 15.28 Va bene qualsiasi coppia di rette di cui una sia x — y = 0, che contiene quindi
ipunti (1,1), (2,2), (3,3) e (—1, —1), e Ialtra contenga (1, —1).

Esercizio 15.29 Una tale conica non esiste perché la retta 3z — 2y + 1 = 0 non passa per il
punto (0, 1).

Esercizio 15.31 k= —13+ 76.
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